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ПРЕДИСЛОВИЕ ЛАГРАНЖА КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ []*). 


Существует уже много трактатов о механике, но план настоящего 
трактата является совершенно новым. Я поставил себе целью свести тео- 
рию механики и методы решения связанных с нею задач к общим форму- 
лам, простое развитие которых дает все уравнения, необходимые для реше- 
ния каждой задачи. Я надеюсь, что ©1060б, каким я постарался этого 
достичь, не оставит желать чего-либо лучшего. 

Кроме того, эта работа принесет пользу и в другом отношении: она 
объединит и осветит с единой точки зрения различные принципы, откры- 
тые до сих пор с целью облегчения решения механических задач, укажет 
их связь и взаимную зависимость и даст возможность судить 0б их пра- 
вильности и сфере их применения. 

Я делю эту работу на две чаети: на статику, или теорию равнове- 
сия, и на динамику, или теорию движения; в каждой из этих частей 
я отдельно рассматриваю твердые и жидкие тела. 

В этой работе совершенно отсутетвуют какие бы то ви было чертежи. 
Излагаемые мною методы не требуют ни построений, ни геометрических 
или механических рассуждений; они требуют только алгебраических опера- 
ций, подчиневных планомерному и однообразному ходу. Вее любящие анализ 
с удовольетвием убедятея в том, что механика становится новой отраслью 
анализа, и будут мне благодарны за то, что этим путем я расширил 
область его применения “*). 

Таков план, который я попыталея осуществить в первом издании 
настоящего трактата, опубликованного в 1788 году. Настоящее издание 
представляет собою сео многих точек зрения новую работу, выполненную 
по тому же, но только расширенному, плану. Здесь уделено больше вни- 
мания изложению принципов и общих формул и отведено больше места 
приложениям, в которых содержится разрешение основных проблем, относя- 
шихся к области механики. 

Мы сохранили обычные обозначения диференциального исчисления, так 
как они соответствуют системе бесконечно малых величвн, принятой в на- 
стоящем трактате. Если дух этой системы хорошо усвоен и если в точ- 
ности ее результатов убедились с помощью геометрического метода первых 
и последних отношений, или с помощью авалитического метола производ- 
ных фувкций, то бесконечно малые величины можно примевять в качестве 
надежного и удобного средетва для сокращения и упрощения доказательств. 


1) Цифрами в квадратных скобках отмечены п] имечания редакторов! русского 

перевода, помещенные в конце тома. Прим. ред. 
*+1) Это начало предисловия Лагранжа ко второму изданию Целиком воспроиз- 
водит его предисловие к первому изданию, которое мы здесь не „Приводим. 
рим. ред. 


8 ПрРЕДИСЛОВИЕ ЛАГРАНЖА КО ВТОРОМУ ИЗДАНИЮ 


Аналогичным образом доказательства ученых сокращаются с помощью метода 
неделимых. 

Укажем теперь главнейшие дополнения, которыми настоящее издание 
отличается от предшествующего. 

Первый отдел первой части содержит в себе более полный анализ 
трех принципов статики с новыми замечаниями о природе и связи этих 
принципов; он заканчиваетея прямым доказательством принципа виртуаль- 
ных скоростей, совершенно независимым от других двух принципов. 

Во втором отделе дано более строгое доказательство положения, что 
принцип виртуальных скоростей для любого числа сил, находящихся в рав- 
новесии, может быть выведен из того случая, когда имеется только две 
силы; благодаря этому данный принцип может быть прямо сведен к прин- 
ципу рычага; уравнения, вытекающие из этого принципа, даны в более 
общем виде и указаны условия, необходимые для того, чтобы какая-либо 
система сил была эквивалентна другой системе сил и была в состоянии ее 
заменить. 

В третьем отделе мы выводим более прямым путем формулы мгновен- 
ных вращательных движений и сложения этих движений, а отсюда выво- 
дим теорию моментов и их сложения; мы излагаем здесь мало известное 
свойство центра тяжести и даем новое доказательство максимумов и миниму- 
мов, имеющих место при состоянии равновесия. 

Четвертый отдел содержит в себе более общие и более простые фор- 
мулы для решения задач, связанных с методом вариаций; путем сопо- 
ставления этих формул с формулами равновесия тел изменяющейся формы 
мы показываем, что задачи, касающиеся равновесия, относятся к разряду 
задач, известных под названием общих изопериметрическит задач, и ре- 
шаем их тем же самым путем. 

Пятый отдел излагает некоторые новые проблемы и содержит в себе 
важные замечания по поводу некоторых решений, приведенных уже в пер- 
вом издании. 

В шестом отделе мы прибавили некоторые детали, касающиеся исто- 
рического анализа принципов гидростатики. 

В седьмом отделе мы придали болыне строгости и общности иечиеле- 
ную вариаций молекул жидкости и сильно упростили анализ членов, относя- 
щихся к границам массы жидкости; из этих членов мы вывели теорию 
действия жидкостей на твердые тела, ими покрываемые, или на стенки 
сосудов, в которых они заключены, а отсюда получили прямое доказатель- 
ство теоремы, что при равновесии твердого тела с жидкостью, силы, дей- 
ствующие на твердое тело, являются теми же, как если бы жидкость обра- 
зовала лишь единую массу с твердым телом. В этом же отделе, равно как 
и в следующем, где трактуется вопрос о равновесии упругих жидкостей, 
мы прибавили несколько случаев применения общих формул равновесия 
жидкостей. 

Вторая часть настоящей работы, содержащая в себе динамику, полу- 
чила большее количество добавлений. 

В первом отделе мы дали более полный, а в некоторых частях более 
точный исторический анализ принципов динамики. 

Второй отдел содержит в себе очень важное добавление, в котором 
указывается, в каких случаях общие формулы динамики, а следовательно, 
и уравнения, получающиеея отсюда для движения системы тел, не зависят 
от положения осей координат в пространстве; отсюда получается возмож- 
ность путем введения трех новых произвольных постоянных обобщить реше- 
ние, в котором некоторые постоянные были положены равными нулю. 
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В третьем отделе уделено больше внимания свойствам, относящимся 
движению центра тяжести и к площадям, описанным системой тел; мы 
прибавили здесь теорию главных осей или равномерного вращения, выве- 
дезную из рассмотрения мгновенных вращательных движений с помощью 
авализа, отличного от того, какой применялся до сих пор; далее, мы лока- 
зываем некоторые новые теоремы касательно вращения твердого тела или 
системы тел — для случая, когда это вращение происходит веледствие пер- 
воначального толчка. 

Четвертый отдел остался почти в том же виде, как и в первом издании. 

Но пятый отдел является совершенно новым; он содержит в себе 
теорию вариации произвольных постоянных, которая послужила темой для 
трех мемуаров, напечатанных в М6етотез 4е |а ргепуёге С]а55е де Рози 
за 1808 г.; однако здесь эта теория изложена более просто и в виде 
общего приближенного метода решения всех механических задач — для 
случаев, когда имеются возмущающие силы, величина которых незначительна 
по сравнению с главными силами. 

Отметим здесь, что для того чтобы этой теории присвоить всю ту 
область, которую она способна охватить, функция ТУ, зависящая от главных 
сил, может быть только целой функцией одних независимых перемен- 
ных & $, о,..., а также времени $, но что функция, обозначенная через © 
и зависящая от возмущающих сил, не должна обязательно иметь тот же 
характер. Какова бы ни была природа этих сил, достаточно только, если 
для каждого тела т системы их разложить по направлению коорди- 
нат 2, у, 2 на три силы Л, У, Й, стремящиеся увеличить эти координаты, 
представить эти координаты в виде функций независимых переменных 


= 


4 %...; тогда вместо частных диференциалов =, ср... 


можно под- 
ставить соответствующие суммы 


‚ 0% ду д2 ‚ 0% , ду д2 
Зт (ХЕ 2) Зт (Хх + и). .. 
и, следовательно, вместо А® — величину 
№т (ХАх-+ Уду-| 242), 


где А обозначает вариацию по отношению к произвольным постоянным, 
до 
так что — можно заменить выражением 


да 
; дж 9 д2\. 
У (ХУ - 2); 


равным образом можно заменить другие частные диференциалы ©. Этим 
путем можно достичь того, что настоящий метод ставет применимым и 
к возмущающим силам, выраженным при посредстве любых переменных. 
Наконец, в шестом отделе, являющемся последним в этом томе и ©0- 
ответствующем первому параграфу пятой главы предшествующего издания, 
прибавлены различные замечания и в особенности разрешение некоторых 
проблем о малых колебаниях тел; он заканчивается теорией колеблющихся 
струн, которую я дал в первом томе Мётогез 4е Тигш и которую я здесь 
изложил более просто и приняв во внимание возражения, выдвинутые про- 
тив этой теории Даламбером (4’А]етЪегё) в первом томе его Оризеи]ез. 


ЛАГРАНЖ% 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
СТАТИВА. 


ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 


О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ СТАТИВИ. 


Статика — это наука о равновесии сил. Под силой мы понимаем, 
вообще говоря, любую причину, которая дообщает или стремится сообщить 
движение телам, к которым мы представляем себе ее приложенной; поэтому 
силу следует оценивать по величине движения, которое она вызывает или 
стремится вызвать. В состоянии равновесия сила не производит реального 
действия; она вызывает лишь простое стремление к движению; но ее сле- 
дует всегда измерять по тому эрфекту, какой она вызвала бы, если бы 
она действовала при отсутствии каких-либо препятствий. Если привять 
в качестве единицы какую-либо силу или же ее действие, то выражение 
для любой другой силы представит собою не что иное, как отношение, 
т. е: математическую величину, которая может быть выражена с помощью 
чисел или линий; с этой именно точки зрения и следует в механике рас- 
сматривать силы. 

Равновесие получается в результате уничтожения нескольких сил, кото-. 
рые борются и взаимно сводят на-нет действие, производимое ими друг 
на друга; статика имеет своей целью дать законы, соглаено которым про- 
исходит это уничтожение. Эти законы основаны на общих принципах, кото- 
рые можно свести к трем: принципу рычага, принципу сложения сил и 
принципу виртуальных скоростей. 

1. Архимед, единственный из древних, оставивший нам теорию 
равновесия в двух своих книгах Че Аедирот4егат из, или 4е Рапогат 
зедитИз, является автором принцина рычага. Последний, как его знают 
все механики, заключается в следующем. Если прямолинейный рычаг на- 
грузить с обеих сторон от точки опоры какими-либо двумя грузами таким 
образом, чтобы расстояния этих грузов от точки опоры были обратно про- 
порциональны самим грузам, то рычаг останется в равновесии, а нагрузка 
на точку его опоры будет равна сумме обоих грузов. Для случая, когда 
грузы равны и находятся на равном расстоянии от точки опоры, Архимед 
принимает этот принцип в качестве очевидной аксиомы механики или, по 
меньшей мере, в качестве опытного закона. Ё этому простому и первич- 
ному случаю он сводит случай, когда на рычаге помещены неравные грузы; 
последние, если они соизмеримы между собою, он представляет себе раз- 
деленными на большое число равных частей, эти части каждого груза он 
отделяет друг от друга и помещает их на соответствующих плечах того 
же рычага на равных друг от друга расстояниях, так что рычаг оказы- 
вается нагруженным большим числом малых равных между собою грузов, 
расположенных на равных расстояниях от точки опоры. Далее, он обосно- 
вывает правильность этой же теоремы для несоизмеримых грузов, доказы- 
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вая посредством метода исчерпания, что между этими грузами не может 
быть равновесия, если они не находятся между собою в отношении обрат- 
ном их расетояниям от точки опоры. 

Некоторые новые авторы, как Стевин (3еушт) в своей Статике и 
Галилей (СбаШе!) в своих Лиалогах [2] о движении, упростили доказатель- 
ство Архимеда, приняв, что грузы, помещенные на рычаге, имеют форму 
параллелепипедов, полвешенных горизонтально в средней своей точке; при 
этом ширина и высота обоих параллелепипедов равны, но длины их вдвое 
больше соответствующих противоположных плеч. Тогда оба параллелепи-- 
педа находятся между собой в обратном отношении к своим плечам и вто 
же время они располагаются друг по отношению к другу своими концами 
таким образом, что составляют единое целое, середина которого в точности 
совпадает с точкой опоры рычага. Архимед уже раньше воспользовался 
подобным методом для определения центра тяжести фигуры, составленной 
из двух параболических поверхностей, а именно — в первом предложении 
второй книги о равновесии плоскостей. 

Другие авторы, наоборот, полагали, что нашли ошибки в доказатель- 
стве Архимеда и видоизменили его различным образом е тем, чтобы при- 
дать ему большую строгость; следует, однако, признать, что, наруптив про- 
стоту этого доказательства, они почти ничего не выиграли с точки зрения 
точности. 

Тем не. менее из числа авторов, пытавитихся дополнить доказательетво 
равновесия рычага, данное Архимедом, следует 060б0 отметить Гюйгенса 
(НчусВет$), который по этому поводу написал небольшую работу под ва- 
главием Петопз&гаЙо зедиги ЪПапс1з *), напечатанную в 1693 г. в собра- 
нии старых Мбтотез де ’Асаавиче 4е Заепеез. 

По мнению Гюйгенса Архимед молча допускает, что когда несколько 
равных грузов помещено на горизонтальном рычаге на равных друг от 
друга расетояниях, то “они стремятся вывести рычаг из горизонтального 
состояния с одинаковой силой — независимо от того, находятся ли они все 
по одну сторону от точки опоры, или же одни из них находятся на одной 
стороне, а другие на другой стороне от точки опоры. 

Для того чтобы избежать этого ненадежного допущения, он распреде- 
ляет равные части соизмеримых грузов не так, как это сделал Архимед, 
т. е. на одном и том же рычаге по обе стороны от точек, в которых 
грузы должвы были бы висеть целиком, а размещает их точно таким же 
образом на двух других горизонтальных рычагах, которые расположены 
в конечных точках рассматриваемого рычага перпендикулярно к послед- 
нему, образуя с ним букву Т. Таким путем получается горизонтальная 
плоскость, нагруженная известным числом равных грузов, которая очевидно 
находится в равновесии по отношению к линии первого рычага, так как 
грузы распределены одинаково и симметрично по 0бе стороны от этой 
линии. Но Гюйгенс далее доказывает, что эта плоскость ваходится в рав- 
новесии и по отношению к прямой линии, наклонной к линии рычага и 
пересекающей последнюю в точке, разделяющей основной рычаг на части, 
обратно пропорциональные грузам, которыми он согласно предположению 
нагружен, — так как ясно, что при этих условиях малые грузы распола- 
гаются на равных расстояниях по обе стороны от той же прямой линии. 
Отсюда Гюйгенс приходит к выводу, что плоскость, а следовательно, и рас- 
сматриваемый рычаг должны быть в равновесии в той же точке. 


*) Эта работа Гюйгенса входит в состав его „Сочинений“, опубликованных 
с’Гравезандом (з’Отахезап4е) в 1124 г. (в Лионе), т. 1, отр, 282. Прим. Бертрана. 
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Это доказательство остроумно, но оно не дает полностью того, чего 
действительно нехватает в доказательстве Архимеда. 

2. Что прямой горизонтальный рычаг, концы которого нагружены 
равными грузами и точка опоры которого находится посередине, остается 
в равновесии, это само по себе очевидно, так как нельзя усмотреть оесно- 
вания, в силу которого один груз перетянул бы другой. Не так однако 
обстоит дело с допущением, что нагрузка на точку опоры равна сумме 
обоих грузов. Повидимому, все механики рассматривали это допущение 
как результат повседневного наблюдения, которое учит нас, что тяжесть 
тела зависит только от его массы, но ни в какой мере не зависит от его 
формы *). Тем не менее эту истину можно вывести из первой, если подобно 
Гюйгенсу рассмотреть равновесие плоскости по отношению к прямой линии. 

Для этой цели следует только представить себе плоский треугольник, 
который на обоих концах своего основания нагружен цвумя равными гру- 
зами и в вершине своей нагружен двойным грузом. Эта плоскость будет 
очевидно в равновесии, если она будет опираться на прямую линию или 
на неподвижную ось, проходящую через середины обеих сторон треугольника; 
ибо казкдую из этих двух сторон можно рассматривать в качестве рычага, 
который на обоих своих концах нагружен. равными грузами и имеет точку 
опоры на оси, проходящей через его середину. Но это равновесие можно 
истолковать и иначе, а именно, рассматривая самое основание треугольника 
как рычаг, концы которого нагружены двумя равными грузами, и предста- 
вляя себе поперечный рычаг, соединяющий вершину треугольника с сере- 
диной основания, так что образуется фигура Т-образного вида; оцин 
конец поперечного рычага нагружен двойным грузом, расположенным 
в вершине треуголника, между тем как второй конец служит точкой опоры 
для рычага, образуемого основанием. Совершенно очевидно, что этот послед- 
ний рычаг будет находиться в равновесии на поперечном рычаге, который 
поддерживает его посередине и, следовательно, что поперечный рычаг 
будет в равновесии на оси, на которой треугольник находится в равновесии. 
Но так как ось проходит через середину обеих сторон треугольника, то 
она обязательно пройдет и через середину прямой линии, проведенной из 
вершины треугольника к середине его основания; таким образом поперечный 
рычаг будет иметь свою точку опоры в ередней своей точке и, следова- 
тельно, будет одинаково нагружен на обоих концах. Таким образом нагрузка, 
которую несет точка опоры рычага, образующего основание треугольника 
и нагруженного на обоих своих концах равными грузами, будет равна 
двойному грузу, находящемуся в вершине треугольника и, следовательно, 
будет равна сумме обоих этих грузов. 

Если бы вместо треугольника рассмотреть трапецию, нагруженную в 
четырех своих вершинах четырьмя равными грузами, то тем же путем можно 
было бы установить, что два рычага неравной длины, образующие парал- 
лельные стороны трапеции, действуют на свои точки опоры с равными силами. 

3. Если это положение однажды обосновано, то ясно, что подобно 
тому, как это сделал Архимед, можно вместо одного груза, находящегося 
в равновесии на рычаге, подвесить два равных вполовину меньших груза, 
если только их поместить на соответствующем плече и на равных рас- 
отояниях по обе стороны от той точки, в которой должен был быть помещен 


*) Мне думается, что впервые это положение пыталея доказать Даламбер, 
однако доказательство, приведенное им в Мётойтез 4е РАсад6пме 4е Беепсев за 
1169 г., не вполне удовлетворительно. Доказательство, данное позднее Фурье 
в У-ом выпуоке Зопгпа| ае ГЕсое Ро1у4ес№и1дие, является очень строгим и чрезвы- 
чайно остроумным, но оно не выведено им из природы рычага. Прим. Лопранжа 
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груз. Ведь действие этого груза равно действию рычага, подвешенного 
в средней своей точке и нагруженного на обоих концах двумя равными 
грузами, каждый из которых равен половине данного груза; и яено, что 
нет никаких препятствий к тому, чтобы последний рычаг настолько 
приблизить к первому, чтобы он составил его часть. Или, что, пожа- 
луй, будет еще строже, можно считать, что этот последний рычаг полд- 
держивается в равновесии силой, приложенной к его середине и действующей 
снизу вверх, причем эта сила равна тому самому весу, обе половины ко- 
торого мы себе представляем помещенными в конечных точках рычага. 
Нели этот рычаг, находящийся в равновесии, поместить на первом рычаге, 
который согласно нашему допущению находится в равновесии в своей 
точке опоры, то общее равновесие сохранится; если же второй рычаг по- 
местить на первом таким образом, чтобы середина второго рычага совпала 
с концом плеча первого, то можно будет считать, что сила, поддерживающая 
второй рычаг, приложена к самому грузу, которым нагружено плечо первого 
рычага, а так как этот груз будет поддерживаться упомянутой силой, то 
он уже не будет окавывать какого-либо действия на первый рычаг, и его 
место займут два равных груза половинного размера, которые будут нахо- 
литься по 0бе стороны от данного груза на удлиненном плече первого 
рычага. Доказанная таким путем суперпозиция равновесий является в меха- 
пике столь же плодотворным принципом, каким в геометрии является супер- 
позиция фигур. 

4. Таким образом можно считать, что равновесие прямолинейного гори- 
зонтального рычага, нагруженного двумя грузами, величины которых обратно 
пропорциональны их расетояниям от точки опоры, — является строго до- 
казанной истиной. На основе принципа суперпозиции легко, далее, рас- 
пространить этот вывод на любой коленчатый рычаг, точка опоры которого 
находится в вершине угла и на плечи которого действуют в противополож- 
ных направлевиях силы, перпендикулярные к плечам. В самом деле, прежде 
всего ясно, что коленчатый равноплечий рычаг, который может вращаться 
около своей вершины, будет поддерживаться в состоянии равновесия 
двумя равными силами, приложенными к концам плеч и направленными 
перпендикулярно к последним и, следовательно, стремящимися вращать их 
в противоположные стороны. Цусть теперь имеется прямолинейный неравно- 
плечий рычаг, одно плечо которого равно плечу коленчатого равноплечного 
рычага и нагружено тяжестью, эквивалентной каждой из равных сил, 
приложенных к плечам коленчатого рычага; другое плечо этого рычага 
имеет любую длину и в конечной точке его помещен такой груз, что рычаг 
находится в равновесии. Представим себе, что этот рычаг наложен на 
равноплечий коленчатый рычаг таким образом, что точка опоры прямоли- 
вейного рычага совпадает с вершиной колевчатого рычага и первое плечо 
первого совпадает с каким-нибудь плечом второго, причем обе силы, при- 
ложенные к совпавшим теперь конечным точкам обоих рычагов, имеют 
противоположное направление. Тогда обе эти силы друг друга взаимно 
уничтожат и соответствующие плечи обоих рычагов, на которые эти силы 
действуют, потеряют всякое значение. А так как в результате суперпозиции 
общее равновесие не нарушится, то’ оставшийся налицо неравноплечий 
коленчатый рычаг, в конечных точках которого приложены перпендикулярно 
направленные силы, величины которых обратно пропорциональны длинам 
плеч, будет находиться в равновесии, — подобно тому, как это имеет место 
при прямолинейном рычаге. 

Но силу мы можем себе представить приложенной в любой точке по 
ее направлению. Поэтому две силы, приложенные к каким-либо точкам 


О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНЦИПАХ СТАТИКИ 15, 


плоскости, закрепленной в одной точке, и имеющие любое направление 
в этой плоскости, находятся в равновесии, если величины этих сил обратно 
пропорциональны перпендикулярам, опущенным из неподвижной точки 
плоскости на направления этих сил, ибо можно считать, что эти перпен- 
дикуляры составляют коленчатый рычаг, точкой опоры которого является 
неподвижная точка плоскости. Это положение называют ириничитом момен- 
70в, причем под моментом понимают произведение силы на плечо рычага, 
на которое она действует. 

Этот общий принцип достаточен для решения веех задач статики. Он 
был установлен уже при первых шагах, какие были сделаны после Архимеда 
в теории простых машин, благодаря исследованию ворота, как об этом 
можно судить по работе Гвидо Убальдо (Ора] 90) Мееспатеогиют Пет, нпо- 
явившейся в 1577 г. в Пезаро; однако названный автор не сумел приме- 
нить его ни к наклонной плоскости, ни к другим машинам, которые могут 
быть выведены из последней, как, например, клин и винт, для которых 
Убальдо дает очень неточную теорию. 

5. Отношение силы, удерживающей груз на наклонной плоскости, 
Е тяжести этого груза давно уже составляло проблему, которой были 
заняты новые механики. Стевин решил ее первым, но его решение основано 
на косвенном рассуждении, причем последнее не связано с теорией рычага. 

Стевин рассматривает твердое тело в форме треугольника, стоящего 
на своем горизонтальном основании, так что обе его стороны образуют две 
наклонных плоскости, и допускает, что на обеих сторонах этого треуголь- 
ника лежит венок, составленный из некоторого числа равных грузов, 
связанных между собою на равных расстояниях нитью в сплошной ряд 
или, лучше сказать, цепь, имеющая одинаковую толщину на всем своем 
протяжении; при этом наверху на сторонах треугольника эта цепь при- 
легает вплотную в этим сторонам, нижняя же часть цепи висит свободно 
под основанием треугольника, как если бы она была прикреплена к обоим 
концам этого основания. 

Стевин рассуждает следующим образом. Если бы даже предположить, 
что цепь может свободно скользить по треугольнику, она все-таки должна 
оставаться в покое; ведь если бы она сама собою начала, скользить в каком- 
нибудь направлении, то она должна была бы и далыше все время продол- 
жать это скольжение, так как причина движения оставалась бы все время 
неизменной, ибо в силу однородности частей цепи, последняя все время 
висела бы одинаковым образом на треугольнике, в результате чего полу- 
чилось бы постоянное движение, что, однако, представляется абеурдным. 

Таким образом между всеми частями цепи необходимо должно быть 
‚ равновесие. Но относительно части цепи, расположенной под основанием 
треугольника, можно считать, что она уже сама по себе находится в рав- 
новесии. Следовательно, действие всех грузов, расположенных на одной 
стороне треугольника, должно уравновешиваться действием грузов, распо- 
ложенных на другой его стороне; но сумма первых относится к сумме 
вторых, как длина первой стороны к длине второй. Стало быть, для того 
чтобы поддержать груз или несколько грузов на наклонной плоекости, 
требуется всегда одна и та же сила, когда общая сумма грузов пропор- 
циональна -длине плоскости, если только высота последней остается 
неизменной; но в том случае, когда плоскость вертикальна, сила равна 
тяжести груза; отсюда следует, что у всякой наклонной плоскости сила от- 
носится к тяжести груза, как высота плоскости относится к ее длине. 

Я изложил это доказательство Стевина, так как оно очень остроумно 
и вообще мало известно. Далее Стевин выводит из этой теории условие. 
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равновесия между тремя силами, приложенными к одной и той же точке, 
и находит, что это равновесие имеет место в том случае, когда силы 
параллельны и пропорциональны трем сторонам какого-либо прямолинейного 
треугольника. (См. Е 6 тет: Че 5адие и АЧаотз & 1& заИдае Стевина 
в Нуротпетаба таетаеа, напечатанных в Лейдене в 1605 г., а также 
в Оецутез Стевина, переведенных на французский язык и напечатанных 
в 1634 г. Эльзевирами.) Следует, однако, отметить, что хотя эта основная 
теорема статики обычно приписывается Стевину, она была им доказана лишь 
для того случая, когда ‘направления двух из этих сил образуют между 
собою прямой угол. 

Стевин правильно отмечает, что груз, лежащий на наклонной пло- 
<кости и поддерживаемый силой, направленной параллельно плоскости, 
находится в таком же состоянии, как если бы он поддерживалея двумя 
нитями, из которых одна перпендикулярна, а другая параллельна плоскости, 
и с помощью своей теории наклонной плоскости находит, что отношение 
веса груза к силе, параллельной плоскости, равно отношению гипотенузы 
к основанию прямоугольного треугольника, построенного на плоскости 
посредством двух прямых линий, из которых одна идет вертикально, 
& другая проведена перпендикулярно к плоскости. Стевин ограничивается, 
далее, тем, что распространяет эту пропорцию на тот случай, когда нить, 
удерживающая груз на наклонной плоскости, составляет © последней косой 
угол; для этого он строит аналогичный треугольник с помощью тех же 
линий, одной вертикальной и другой — перпендикулярной в плоскости, и 
откладывает основание по направлению нити; однако для того чтобы 
обосновать правильность подобного построения, он должен был бы доказать, 
что та же самая пропорция имеет место при равновесии груза, удержи- 
ваемого на наклонной плоскости силой, направленной косо Е этой пло- 
скости, что, однако, не может быть выведено из рассмотрения стевинской 
воображаемой цепи. 

6. В Механике Галилея, которая в 1634 г. была впервые опублико- 
вана на французском языке Мерсенном (Метзеппе), равновесие на наклон- 
ной плоскости сведено к равновесию коленчатого рычага с двумя равными 
плечами, из которых одно следует себе представить направленным пер- 
пендикулярно к плоскости и нагруженным тяжестью, положенной на пло- 
кость, другое же направлено горизонтально и нагружено тяжестью, эвви- 
валентной той силе, какая необходима для удержания груза на плоскости. 
Равновесие этого коленчатого рычага сводится затем к равновесию гори- 
зонтального рычага; для этой цели груз, положенный на наклонное плечо, 
Галилей рассматривает таким образом, как если бы он был помещен на, гори- 
зонтальном плече, образующем прямолинейный рычаг © горизонтальным 
плечом коленчатого рычага. Таким путем он устанавливает, что отношение 
тяжести к силе, поддерживающей ее на наклонной плоскости, обратно отно- 
шению обоих плеч прямого рычага, причем легко доказать, что эти плечи 
относятся друг в другу, как высота плоскости относитея к ее длине. 

Можно сказать, что здесь мы имеем первое прямое доказательство, 
которое было дано для равновесия на наклонной плоскости. Галилей 
позднее воспользовался им для того, чтобы строго доказать, что тяжелые 
тела, падающие с одной и той же высоты по плоскостям различного наклона, 
в конце пути приобретают одну и ту же скорость; в первой чаети своих 
„Диалозов он ограничился лишь тем, что высказал предположение о суще- 
ствовании подобного равенства. 

Галилею было бы легко решить и тот случай, когда сила, удерживаю- 
щая груз, направлена косо к наклонной плоскости; однако этот новый 
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чтаг был сделан только спустя некоторое время Робервалем (Вофегуа]) в его 
“Тгайф6 де Меса це, напечатанном в 1636 г. в Нагтот1е итиуегзейе Мерсенна. 

т. Роберваль тоже рассматривает груз, положенный на наклонную 
плоскость, как если бы он был укреплен на плече рычага, расположенного 
перпендикулярно к плоскости, и силу, с которой поддерживают груз, он 
считает как бы действующей на то же плечо, но только в заданном на- 
травлении; таким образом он получает. одноплечий рычаг, один конец 
которого неподвижно закреплен, а другой находится под действием двух 
Фил, тяжести груза и поддерживающей силы. Он подставляет затем вместо 
этого рычага коленчатый рычаг, оба плеча которого идут перпендикулярно 
к направлениям соответствующих сил, имеющий в качестве точки опоры 
ту же неподвижную точку, и допуекает, что обе силы приложены к плечам 
этого рычага с сохранением их действительного направления; указанным 
путем он получает для равновесия условие, заключающееся в том, что 
‘тяжесть груза относится к силе обратно отношению обоих плеч коленча- 
того рычага, другими словами, — обратно отношению перпендикуляров, 
опущенных из неподвижной точки на направления тяжести и силы. 

Отсюда Роберваль выводит равновесие груза, поддерживаемого двумя 
нитями, образующими между собою любой угол; для этой цели он заменяет 
рычаг, перпендикулярный к плоскости, нитью, укрепленной в точке опоры 
рычага, а силу заменяет другой нитью, идущей по направлению этой силы. 
С помошью различных построений и несколько усложненных аналогий он 
приходит к следующему заключению: если из какой-либо точки на верти- 
кальной линии, проходящей через груз, провести линию, параллельную 
одной из нитей, до пересечения ее со второй нитью, то стороны, получен- 
ного таким образом треугольника, будут пропорциональны грузам и силам, 
действующим по направлениям этих самых сторон; как видим, это и есть 
теорема, предложенная Стевином. 

Я счел необходимым упомянуть об этом доказательстве Роберваля не 
только потому, что оно является первым строгим доказательством, какое 
Фыло дано для теоремы Стевина, но и потому, что оно было предано 
‘забвению в ставшем ныне редким Ттайв 4’Наттоше, куда обращаться 
< поисками никому не приходит в голову. Впрочем, я вошел в рассмо- 
трение изложенной детали, касающейся теории рычага, лишь с целью 
доставить удовольствие тем лицам, которые любят следить за течением 
мысли в науках, прослеживать пути, по которым шли изобретатели, и 
устанавливать более короткие пути, по которым они могли бы пойти. 

8. Труды по статике, появившиеся после работы Роберваля до эпохи 
открытия закона сложения сил, не прибавили ничего в этой части меха- 
ники; в этих работах мы встречаем лишь хорошо известные свойства рычага, 
и наклонной плоскости и их применение к другим простым машинам; 
среди них встречаются работы, содержащие в себе недостаточно точные 
теории, как, например, работа Лами (Гат!) о равновесии твердых тел, 
в которой лано неверное отношение веса к силе, поддерживающей его 
на наклонной плоскости. Л не говорю здесь также о Декарте (Пезсаез), 
“Торричелли (Тогт1ее!) и Валлисе (\!а/113), так как они приняли для равно- 
весия принцип, находящийся в связи с принципом виртуальных скоростей, 
но доказательства этого принципа не лали. 

9. Вторым основным принципом статики является принцип сложения 
сил. Он основан на следующем предположении: если на тело *) одновре- 
менно в различных направлениях действуют две силы, то эти силы экви- 


*) Слово „тело“ обозначает здесь материальную точку. Прим. Бертрана. 
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валентны Одной силе, способной сообщить телу то же самое движение, 
которое сообщили бы ему, действуя порознь, 0бе данные силы. Но когда 
тело должно одновременно двигаться равномерно по Двум различным на- 
правлениям, то оно необходимо проходит диагональ параллелограма, стороны 
которого оно прошло бы отдельно в результате каждого из обоих этих 
движений. Отсюда заключают, что две любые силы, действующие вместе 
на одно и то же тело, эквивалентны единой силе, представленной по своей 
величине и направлению диагональю параллелограма, стороны которого ` 
изображают величины и направления обеих заданных сил. В этом и завлю- 
чаетея принцип, который называется принципом сложения сил. 

Одного этого принципа *) достаточно для того, чтобы определить за- 
коны равновесия во всех случаях; ибо если указанным путем все время 
последовательно складывать по двое все силы, мы должны притти к еди- 
ной силе, действие которой должно быть эквивалентно действию всех сил; 
следовательно, в случае равновесия эта сила должна равняться нулю, если 
в системе не имеется неподвижной точки; если же подобная точка имеется, 
то направление этой единой силы должно проходить через неподвижную. 
точку. С этим можно встретиться во всех книгах по статике и в частности 
в Мопуе!е Месат1аае Вариньона (Уагетоп), где теория машин выводится 
единственно из только что упомянутого принципа. 

Совершенно очевидно, что теорема Стевина о равновесии трех сил, 
параллельных и пропорциональных трем сторонам любого треугольника, 
является непосредственным и необходимым следствием принципа сложения 
сил или, больше того, она представляет собою не что иное, как тот же 
принцип, но выраженный лишь в иной форме. Однако последний обладает 
тем преимуществом, что он основан на простых и естественных понятиях, 
между тем как теорема Стевина основана лишь на соображениях косвен- 
ного характера. 

10. Вак видно из некоторых мест „Механических проблем“ Аристотеля, 
сложение движений было уже известно лревним. Его применяли главным 
образом геометры для описания кривых, например, Архимед — для спирали, 
Никомед — для конхоиды и т. д. Среди ученых нового времени Роберваль 
вывел из него остроумный метод проведения касательных Е кривым, кото- 
рые можно описать с помощью двух движений, закон которых известен. 
Однако Галилей является первым, применившим в механике исследование: 
сложного движения для определения кривой, описываемой тяжелым телом 
под действием силы тяжести и силы бросания [3]. 

Во втором предложении четвертого дня своих Диалогов Галилей дока- 
зывает, что тело, движущееся с двумя равкомерными скоростями, из кото: 
рых одна направлена горизонтально, а другая вертикально, должно иметь. 
скорость, представленную гипотенузой треугольника, стороны которого вы- 
ражают эти две скорости; но, повидимому, Галилей в то же время не уяснил 
себе всей важности этой теоремы для теории равновесия; в самом деле, 
в третьем диалоге, в котором речь идет о движении тяжелых тел ис 
наклонной плоскости, он вместо того, чтобы применить принцип сложения 
движений к непосредственному определению относительной тяжести тела, 
находящегося на наклонной плоскости [4], производит это определение, 
исходя, наоборот, из теории равновесия на наклонных плоскостях, — на 


*) Это место страдает некоторой неточностью: так как две силы, не лежащие 

в одной и ТОЙ же плоскости, не имеют равнодействующей, то замечание Лагранжа. 
не может быть применено, вообще говоря, даже в случае твердой системы. 

Прим. Бертране.. 
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основе` соображений, изложенных им раньше в его работе ПеПа Зеепла, 
тессат1са, в которой он наклонную плоскость свел к рычагу. 

Далее, теория сложных движений встречается в работах Декарта, Робер- 
валя, Мерсенна, Валлиса и т. д.; однако до 1687 года, когда появились 
Математические начала Ньютона и Рго}еф 4е 1& МопуеПе М6сатдае 
Вариньона, еще никто не думал о том, чтобы при сложении движений 
поставить на место движений силы, способные их вызвать, и определить 
сложную силу, являющуюся результирующей двух заданных сил, аналогично 
тому, как определяют движение, составленное из двух заданных прямо- 
линейных и равномерных движений. 

Во втором дополнении к третьему закону движения Ньютон в немно- 
гих словах показывает, каким образом законы равновесия могут быть легко 
выведены из сложения и разложения сил, если диагональ параллелограма 
принять в качестве силы, составленной из двух сил, выражаемых его сторо- 
нами; однако более детально этот вопрос был исследован в работе Вариньона 
МопуеЦе Месал!ие, которая появилась в свет в 1725 году, после смерти ее 
автора; она содержит в себе полную теорию равновесия сил в различных 
машинах, выведенную только из рассмотрения сложения и разложения сил. 

11. Принцип сложения сил дает сразу условия равновесия трех сил, 
действующих на одну точку, между тем как из равновесия рычага их можно 
было вывести только с помощью ряда рассуждений. Но с другой стороны, 
когда с помощью этого принципа желают определить равновесие между 
двумя параллельными силами, приложенными к концам прямолинейного 
рычага, приходитея прибегнуть к косвенным раесуждениям, подставляя 
вместо прямолинейного рычага коленчатый, как это сделали Ньютон и Лалам- 
бер, либо прибавляя две посторонние силы, которые взаимно друг друга 
уничтожают, но которые, будучи сложены с заданными силами, приводят 
к тому, что их направления сходятся, либо, наконец, допуская, что напра- 
вления сйл, будучи продолжены, встречаются на бесконечно большом рас- 
етоянии, и доказывая, что результирующая сила должна пройти через 
точку опоры. Этим методом воспользовалея Варивьон в своей Мёеапоте. 
Таким образом, хотя, строго говоря, оба принципа, рычага и сложения 
сил, всегда приводят к одним и тем же результатам, интересно отметить, 
что наиболее простой случай для одного из этих принципов становится 
наиболее сложным для другого. 

12. Можно однако установить непосредственную связь между обоими 
этими принципами, пользуясь теоремой, данной Вариньоном в его МопуеПе 
М6сап1дие (ЗесНоп 1, Гетше ХУГТ), которая заключается в следующем: если 
из какой-либо точки, лежащей в плоскости параллелограма, опустить 
перпендикуляры на диагональ и на обе стороны, заключающие эту диаго- 
наль, то произведение диагонали на ее перпендикуляр равно сумме произ- 
ведений обеих сторон на соответствующие им перпендикуляры, если точка 
лежит вне параллелограма, и равно разности этих произведений, если она 
лежит внутри параллелограма. Вариньон, пользуясь очень простым по- 
строением, показнвает, что если построить треугольники, имеющие своими 
основаниями диагональ и обе стороны, а общей своей вершиной заданную 
точку, то треугольник, построенный на диагонали, в первом случае равно- 
велик сумме, а во втором случае — разности обоих треугольников, построен- 
ных на сторонах. Здесь мы имеем пред собою изящную теорему геометрии, 
независимо от ее применения в механике. 

Эта теорема осталась бы в силе и доказательство ее осталось бы 
тем же, если бы мы на продолжении диагонали и сторон избрали в любых 
местах отрезки, равные этим линиям; принимая во внимание, что каждую 
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силу можно себе представить приложенной в любой точке по ее направле- 
нию, мы таким образом можем притти к общему выводу, что две силы, 
представленные по своей величине и направлению двумя прямыми линиями, 
лежащими в одной плоскости, имеют результирующую силу, предетавлен- 
ную по своей величине и направлению прямой линией, которая лежит 
в той же плоскости и которая, будучи продолжена, проходит через точку 
пересечения обеих прямых. Эта линия обладает той особенностью, что если 
в данной плоскости взять любую точку и из нее опустить перпендикуляры 
на эти три линии, продолжив их в случае надобности, — то произведение 
результирующей силы на ее перпендикуляр равно сумме или разности со- 
ответствующих произведений составляющих сил на их перпендикуляры, 
в зависимости от того, взята ли точка, из которой опущено три перпенди- 
куляра, вне или внутри прямых линий, изображающих составляющие силы. 

Если допустить, что избранная точка лежит на направлении результи- 
рующей, то эта сила не входит в уравнение и тогда имеет место равенство 
между обоими произведениями составляющих сил на их перпендикуляры; 
это случай любого прямолинейного и коленчатого рычага, в котором точка 
опоры является именно той точкой, о которой здесь идет речь, так как 
в Данном случае действие результирующей силы уничтожается сопротивле- 
нием опоры. 

Упомянутая теорема, предложенная Вариньоном, является основой 
почти всех современных учений о статике, где на ней строится общий 
принцип, известный под именем принципа моментов. Большое преимуще- 
ство его заключается в том, что сложение и разложение сил сводятся 
& действиям сложения и вычитания; благодаря этому, как бы велико ни 
было число складываемых сил, легко определяется их результирующая, ко- 
торая в случае равновесия должна быть равна нулю. 

13. Я отнес период открытия Вариньона ко времени опубликования 
его Рго]её, хотя в предисловии, помещенном в начале его МоцуеПе Меса- 
п1ие, он указывает, что за два года до того он поместил в Н1$о1те 4е [а 
Вера И аче де Ге тез статью о полиспасте, в которой он воспользовалея 
сложными движениями для определения всего того, что относится к этой 
мапгине; я должен однако отметить, что это указание неверно. Статья 
о полиспасте, о которой идет речь, находится только в МоицуеЦез 4е 1а 
Ввра ие 4е Ге тез за май 1687 г. под заглавием: МопуеПе д6топз&тамот 
обпёга]е 4е Гизасе 4е роиПез & топе. Автор рассматривает здесь равно- 
весие груза, укрепленного на веревке, переброшенной через блок, обе части 
которой непараллельны. Здесь он совершенно не применяет принципа сло- 
жения сил и даже не упоминает о нем, а пользуется уже известными 
теоремами о грузах, укрепленных на веревках, и ссылается на работы по 
статике Парди (Рага15) и Дешаля (Оеста!ез). Во втором доказательстве он 
сводит эту задачу к проблеме рычага, рассматривая прямую линию, соеди- 
няющую обе точки, где веревка оставляет блок, в качестве рычага, который 
нагружен тяжестью, подвешенной на блоке, и концы которого натягиваются 
обеими частями веревки, поддерживающей блок. 

Для того чтобы не упустить чего-либо, относящегося к истории от- 
крытия сложения сил, я должен здесь вкратце упомянуть о маленькой ра- 
боте, которую в 1687 г. опубликовал Лами под заглавием: МомуеПе татете 
4е Ч6тотитег [ез рттешаих Т6отётез 4ез 616тлепёз 4ез табеат19аез (Новый 
способ доказательства основных теорем элементов механики). Автор отме- 
чает, что когда тело испытывает на себе действие двух сил, заставляющих 
его двигаться по двум различным направлениям, оно необходимо идет по 
среднему направлению, так что, в случае, если бы путь по этому напра- 
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влению оказался для него закрытым, оно осталось бы в покое, и обе силы 
уравновесили бы друг друга. Среднее же направление он определяет путем 
сложения двух движений, которые приобрело бы тело в первое мгновение 
под влиянием каждой из обеих сил, если бы последние действовали от- 
дельно одна от другой, и таким образом получает диагональ параллело- 
грама, стороны которого составляют пути, которые были бы пройдены 
в течение одного и того же времени под действием обеих сил и которые, 
следовательно, ‘пропорциональны этим силам. Отсюда он тотчас же выво- 
дит теорему, что обе силы относятся друг в другу обратно отношению 
сивусов углов, которые их направления образуют со средним направлением, 
по ‘которому двигалось бы тело, если бы оно не было задержано какими- 
либо препятствиями; эту теорему он ирименяет к наклонной плоскости и 
к рычагу, на концы которого действуют силы тяги, направления которых 
образуют между собою некоторый угол; однако для того случая, когда 
направления этих сил параллельны, он пользуется ненадежными и мало- 
убедительными соображениями. 

Совпадение принципа, примененного Лами, с принципом Вариньона 
дало основание автору Н1зботе 4ез Опутасез 4ез Бауатбз (апрель 1688 г.) 
высказать предположение, что, повидимому, первый из них обязан открытием 
своего принципа второму. Лами оправдывалея против этого обвинения 
в письме, которое было опубликовано в Фопгпа| 4е Зауаз{$ от 13 сентября 
1688 г. и на которое издатель Нз\юоше ответил в декабре того же года; 
олнако этот спор, в котором Вариньон не принял участия, не имел даль- 
нейшего продолжения и работа Лами, как видно, была предана забвению. 

Однако простота принципа сложения сил и легкость его применения 
ко всем проблемам равновесия имели своим результатом то, что все меха- 
ники приняли его тотчас же после его открытия; можно сказать, что он 
служит основой почти для всех работ по статике, какие появились с тех пор. 

14. Нельзя однако не признать, что один лишь принципи рычага 
имеет преимущество, заключающееся в том, что он основан на природе 
самого равновесия, рассматриваемого как состояние, независимое от дви- 
жения. Сверх того, имеется существенное различие в том, каким образом 
на основе этих принципов измеряются силы, между которыми имеется равно- 
весие. Если бы не удалось связать этих принципов по тем результатам, 
к которым они приводят, можно было бы с полным основанием усомниться, 
допустимо ли заменять основной принцип рычага таким принципом, кото- 
рый получается в результате чуждых ему рассуждений о сложных дви- 
жениях. 

Действительно, при равновесии рычага силы представляют собою 
тяжести, или же могут быть приняты в качестве таковых, и сила призна- 
ется вдвое или втрое большей только в том смысле, что она образуется 
путем соединения двух или трех равных сил, из которых любая действует 
совершенно так же, как другая. Но стремление к движению мы предета- 
вляем себе одинаковым у каждой силы, какова бы ни была ее интенсивность; 
между тем в принципе сложения сил, значение сил определяют по вели- 
чине той скорости, которую они сообщили бы телу, будучи к нему прило- 
жены, если бы каждой из них была предоставлена возможность действо- 
вать отдельно. Вероятно, именно это различие в способе введения понятия 
силы и улерживало в течение долгого времени механиков от применения 
известных законов сложения движений к теории равновесия, простейшим 
случаем которого является равновесие тяжелых тел. 

15. Позднее пытались сделать принцип сложения сил независимым от 
рассмотрения движения и обосновать его исключительно на очевидных 
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самих по себе истинах. Впервые Даниил Бернулли *) (0. ВегпочШ) в Ком- 
ментариях Петербургской Академии, том 1-й, дал очень остроумное, 
но пространное и сложное доказательство параллелограма сил, которое 
затем было несколько упрощено Даламбером в первом томе его Оризеез. 

Это доказательство основано на следующих двух положениях: 1) если 
две силы действуют на одну и ту же точку по различным направлениям, 
то они имеют своей результирующей единую силу, которая делит на две 
равные части угол, образуемый направлениями этих сил, когда эти силы 
между собою равны, и равна их сумме, когда упомянутый угол равен 
нулю, или же их разности, когда этот угол равен двум прямым; 2) равные 
кратные тех же сил, или же еилы, пропорциональные заданным силам, 
имеют своей результирующей силу, кратную их результирующей, или про- 
порциональную этой результирующей, — если углы, образуемые силами, 
в обоих случаях одни и те же. 

Это второе положение очевидно, если силы рассматривать как вели- 
чины, которые могут быть складываемы и вычитаемы. 

Что касается первого положения, то его доказывают, рассматривая 
движение, которое тело должно получить под действием двух сил, не 
находящихся в равновесии, и которое, будучи по необходимости единым, 
может быть приписано одной силе, действующей на тело по направлению 
его движения. Таким образом можно сказать, что это положение не вполне 
свободно от рассмотрения движения. 

Что касается направления результирующей в случае равенства обеих 
сил, то ясно, что не существует никаких оснований для того, чтобы она 
была сильнее наклонена к одной из этих сил, чем к другой; следовательно, 
она должна делить угол, образуемый их направлениями, на две равные части. 

Позднее основы этого доказательства перенесли в Анализ и придали 
ему различные, более или менее простые формы, рассматривая результи- 
рующую в качестве функции слагаемых сил и угла, образуемого их напра- 
влениями. (См. второй том М6 апоез 4е 1а Зомебе Че Тигш, М6тотез 4е 
]`Аса6туе 4ез Зе1епсез за 1769 г., шестой том Оризешез Даламбера и т. д.). 
Следует однако признать, что, отделяя таким образом принцип сложе- 
ния сил от принципа сложения движений, его лишают основных пре- 
имуществ, очевидности и простоты, и превращают его только в вывод из 
геометрических или аналитических построений. 

16. Перехожу, наконец, к третьему принципу, принципу виртуальных 
скоростей. Под виртуальной скоростью следует понимать скорость, кото- 
рую тело, находящееся в равновесии, готово принять в тот момент, когда 
равновесие нарушено, т. е. ту скорость, какую тело фактически получило 
бы в первое мгновение своего движения [5]; и принцип, о котором идет 
речь, заключается в том, что силы находятся в равновесии, когда они 
относятея друг к другу обратно отношению их виртуальных скоростей, 
измеренных по направлению этих сил. 

Уже при поверхностном рассмотрении условий равновесия на рычаге 
и на других машинах легко установить тот закон, что груз и сила всегда 
находятся между с0бою в отношении обратном отношению пространств, 
проходимых ими в течение одного и того же времени. Тем не менее древние, 
повидимому, не знали этого закона. Гвидо Убальди является, вероятно, 
первым, заметившим этот закон на рычаге и на движущихея блоках или 
полиспастах. Галилей установил его затем на наклонных плоскостях и на 


+) Это же доказательство было воспроизведено и упрощено Эме (А!тб) (Лоптпа 
Че МабубшайЯчдиез де МопуШе, 1'® збме, $. 17", р. 335). Прим. Бертрана. 
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езвязанных с ними машинах и смотрел на него как на общее свойство 
равновесия машин (см. его Трактат по механике и схолию ко второму пред- 
ложению третьего диалога в Болонеком издании 1655 г.). 

Галилей понимает под моментом тяжести или силы, приложенной 
к машине, — усилие, действие, энергию, импульс (37преи$) этой силы, при- 
водящий машину в движение, так что между двумя силами существует 
равновесие, если их моменты для приведения машины в движение в про- 
тивоположных направлениях между собою равны; он доказывает, что момент 
всегда пропорционален силе, помноженной на виртуальную скорость, зави- 
сящую от того, как действует сила. 

Подобное же понятие момента было принято Валлисом в его Механике, 
опубликованной в 1669 г. Этот автор кладет в основание статики принцип ра- 
венства моментов и из него выводит теорию равновесия главнейших машин. 

В настоящее время под моментом понимают только произведение 
силы на расстояние ее направления от какой-либо точки, или от линии, 
или от плоскости, то есть — на плечо, на которое она действует; но мне 
предетавляетея, что понятие момента, данное Галилеем и Валлиеом, 
является более естественным и более общим, и я не вижу оснований, в силу 
которых его оставили и заменили другим, выражающим значение момента, 
только в определенных случаях, как, например, при рычаге и т. п. 

Декарт аналогичным образом свел всю свою статику к единому прин- 
ципу, который по существу дела совпадает в принципом Галилея, но только 
выражен в менее общем виде. Этот принцип заключается в следующем: 
для поднятия тяжести на определенную высоту требуется не больше и не 
меньше той силы, какая нужна для того, чтобы большую тяжесть поднять 
на высоту, во столько же раз меньшую, или же меньшую тяжесть поднять 
на высоту, во столько же раз большую (см. письмо 73 первого тома, опу- 
бликованного в 1657 г., и Трактат по механике, напечатанный в посмертных 
его сочинениях). Отсюда следует, что между двумя грузами существует 
равновесие, когда они распределены таким образом, что вертикальные 
пути, которые они могли бы одновременно пройти, находятся в обратном 
отношении к величинам этих грузов. Однако при применении этого прин- 
ципа в различным мапинам следует принимать во внимание лишь пути, 
проходимые в первое мгновение движения, которые пропорциональны вир- 
туальным скоростям; в противном случае мы не получим действительных 
законов равновесия. 

Но будем ли мы рассматривать принцип виртуальных скоростей 
в качестве общего свойства равновесия, как это делал Галилей, или же 
вместе с Декартом и Валлисом примем его в качестве действительной 
причины равновесия, следует во всяком случае признать, что он обладает 
всей той простотой, какой можно ожидать от основного принципа; дальше 
мы узнаем, в какой мере этот принцип заслуживает внимания благодаря 
своей общвости. 

Торричелли, знаменитый ученик Галилея, является автором другого 
принципа, который тоже связан с принципом вертуальных скоростей. Этот 
принцип заключается в том, что если два груза связаны друг се другом 
и находятся в таком положении, что их центр тяжести не может опуститься 
ниже, то они в этом положении находятся в равновесии. Торричелли при- 
менил этот принцип только в наклонной плоскости, но легко убедиться, 
что он сохраняет свою силу и для других машин. (См. его работу Пе шоб 
отаутат пабагаШег 4езсепдепИит, появившуюся в свет в 1664 г.) 

Принципу Торричелли обязан своим происхождением другой принцип, 
которым воспользовались для разрешения с большой легкостью различных 


24 СТАТИКА 


вопросов статики. Этот принцип заключается в следующем: в системе: 
тяжелых тел, находящихся в равновесии, центр тяжести занимает наиболее: 
низкое положение, какое только возможно. Действительно, из теории о. 
максимумах и мипимумах известно, что центр тяжести занимает наиболее 
низкое положение, когда диференциал его снижения равен нулю, или, что. 
то же самое, когда при бесконечно малом изменении положения системы 
этот центр не поднимается и не снижается. 

17. Принцип виртуальных скоростей может быть сформулирован в. 
очень общем виде следующим образом: 

Если какая-либо система произвольно большого числа тел, или точек, 
на каждое из которых действуют любые силы, находится в равновесии. 
и если этой системе сообщить любое малое движение, в результате кото- 
ого каждая точка пройдет десконечно малый путь, представляющий ее 
виртуальную скорость, то сумма сил, помножвенных каждая соответ 
ственно на путь, проходимый по направлению силы точкой, в которой 
она приложена, — будет всегда равна нулю, если малые пути, проходч-- 
мые в направлении сил, считолть полоэвительными, а протодимые в про- 
тивотоложном натравлении считать отрицательными [6]. 

Насколько мне известно, Иоганн Бернулли первый понял указанную 
большую общность принципа виртуальных скоростей и его полезность при. 
разрешении вопросов статики. Это видно из его письма 1717 г. на имя 
Вариньона, которое последний поместил в начале девятого отдела своей 
МоцуеЦе Месат1аие, — отдела, целиком посвященного проводимому на раз- 
личных приложениях обоснованию правильности и применимости данного. 
принципа. 

Этот же принцип дал повод для появления другого принципа, предло- 
женного Мопертюи (Мамрегби!5) в 1740 г. в Метотез 4е ГАса46пле дез 
зеепсез 4е Раг15, под названием захона покоя, который позднее был развит 
и обобщен Эйлером (Ещет) в Метотез 4е ГАсад6иуе 4е ВегПо за 1751 г. 
Наконец, этот же принцип послужил основанием для принципа, изложен- 
ного Куртивроном (СочгИутоп) в Мётотез 4е ГАсавме Чез Заепсез 4е- 
Рат1$, за 1748 и 1749 гг. 

И вообще, мне кажется, можно сказать наперед, что все общие прин- 
ципы, которые еще могли бы быть открыты в учении о равновесии, пред- 
ставили бы собою не что иное, как тот же самый принцип виртуальных 
скоростей, рассматриваемый с иной точки зрения и отличающийся от прин- 
ципа виртуальных скоростей лишь по своей формулировке. 

Однако сам по себе этот принцип является не только очень простым 
и очень общим; он обладает еще и тем драгоценным и единственным 
преимуществом перед другими принципами, что он может быть выражен 
в общей формуле, охватывающей все проблемы, которые могут быть поста- 
влены по вопросу о равновесии тел. Мы дадим эту формулу в полном ее 
объеме; мы даже попытаемся представить ее в еще более общем виде, 
в каком ее до сих пор никто не представлял и постараемся дать новые 
применения этой формулы. 

18. Что касается природы принципа виртуальных скоростей, то следует 
признать, что этот принцип сам по себе не является настолько очевидным, 
чтобы его можно было выдвинуть в качестве начального принципа; 
но его можно рассматривать как общее выражение законов равновесия, 
выведенных из двух принципов, которые были нами изложены выше. Точно 
так же при обоснованиях, которые приводили для этого принципа, его 
всегда, прямо или косвенно, ставили в связь с указанными принципами. 
Но в статике существует еще и другой общий принцип, независимый 
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от принципов рычага и сложения сил, хотя механики обычно и относят его 
к ним, — который представляется нам естественным основанием для прин- 
ципа виртуальных скоростей; его можно назвать принцитом блоков [“]. 

Если несколько блоков соединено на одном и том же стержне, то сово- 
купность этих блоков называют полиспасто.м, а сочетание двух полиспастов,. 
одного неподвижного и другого подвижного, охваченных одной и той же 
веревкой, один конец которой закреплен неподвижно, а другой находится 
под действием силы, образует машину, в которец сила относится к тяжести 
груза, висящей на подвижном полиспасте, как единица относится к числу 
витков, которые веревка делает около этого голиспаеста; при этом предпо- 
лагается, что все витки параллельны и отвлекаются от трения и жесткости 
веревки. Лено, что так как веревка по всей своей длине одинаково натя- 
нута, то груз поддерживается столькими силами, равными силе, натяги- 
вающей веревку, сколько имеется витков, обвивающих подвижной полиспаст, 
так как эти витки параллельны и их можно было бы даже рассматривать 
как единое целое, если представить себе, что диаметр блоков беско- 
нечно мал. 

Если увеличить число неподвижных и подвижных полиспастов и охва- 
тить их все одной и той же веревкой, пользуясь при этом различными 
неподвижными блоками для изменения направления веревки, то та же сила, 
приложенная к подвижному концу веревки, будет в состоянии поддержать 
столько груза, сколько имеется подвижных полиспаетов, и каждый из этих 
грузов будет относиться к данной силе, как число витков полиспаста отно- 
сится к единице. 

Для большей простоты заменим упомянутую выше силу грузом и через 
неподвижный блок перебросим последний виток веревки, поддерживающей 
тот груз, который мы принимаем в качестве единицы; вообразим себе даль- 
ше, что различные подвижные полиспаеты, вместо того, чтобы поддержи- 
вать грузы, прикреплены к телам, рассматриваемым в качестве точек, 
и размешены таким образом,, что они образуют любую заданную систему. 
Таким образом один и тот же груз при посредстве веревки, охватывающей 
все полиспаеты, будет вызывать различные силы, действующие на различные: 
точки системы, причем каждая из этих сил будет действовать по направлению 
веревок, обвивающих полиспаст, прикрепленный к соответствующей точке.. 
и величина ее будет относиться к тяжести груза, как число витков к еди- 
нице. Таким образом эти силы будут представлены соответственным числом 
витков, действующих совместно, чтобы своим натяжением вызвать эти силы. 

Лено, что для сохранения равновесия этой системы, подверженной 
действию различных сил, необходимо, чтобы при любом бесконечно малом 
смещении точек системе груз не опускался *). В самом деле, груз всегда стре- 
мится упасть, поэтому если существует такое смещевие системы, которое 
позволяет ему упасть, он необходимо сам снизится и вызовет в системе это 
смещение. 

Обозначим через а, В, 1,... бесконечно малые отрезки пути, которые- 
под влиянием этого смещения прошли бы различные точки системы по 
направлению действующих на них сил, и через Р, 0, В,... соответетвую- 


*) Против этого утверждения Лагранжа основательно выдвигали пример весо- 
мой точки, находящейся в равновесии на наиболее высоко расположенной вершине 
кривой линии; очевидно, что бесконечно малое смещение должно было бы заоста- 
вить ее упасть, однако это смещение неосуществимо. Первое строгое доказа- 
тельство принципа виртуальных скоростей принадлежит Фурье (Зоптра 4е ’Кео]е 
РоГубесв! ще, фоше П, ап УП). В том же выпуске этого журнала помещено и дока- 
зательство, приведенное здесь выше Лагранжем. Прим. Бертрана. 
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щие числа витков полиспастов, приложенных к этим точкам и вызывающих 
эти силы. Лено, что отрезки а, В, |,... будут в то же время теми рас- 
стояниями, на которые сблизились бы при этом подвижные полиспаесты 
с соответствующими им неподвижными, и что эти сближения привели бы 
к уменьшению длины охватывающей их веревки на отрезки Ро, 08, Вт,.... 
Но тав как вся длина веревки должна оставаться неизменной, то груз 
енизится на расстояние Ро 98-- Вл--.... Тавим образом для того, 
чтобы между силами, величины которых выражаются числами Р, 0, В,..., 
существовало равновесие, должно иметь место равенство 


Ра О-В --...=0 


таково аналитическое выражение общего принципа виртуальных скоростей. 

19. Можно было бы подумать, что в том случае, если бы величина Ра -|- 
-- 98-- В1--... вместо того, чтобы быть равной нулю, оказалась отрица- 
тельной, то этого условия было бы достаточно для создания равновесия, так 
как невозможно, чтобы груз сам с0бою поднялея. Следует однако иметь 
‘в виду, что какова бы ни была связь между точками заданной системы, 
вытекающие из нее отношения между бесконечно малыми величинами 
а, В, 1,... могут быть выражены только © помощью диференциальных 
уравнений, т. е. с помощью линейных уравнений между этими величинами. 
Таким образом среди них необходимо будет существовать одна или несколько 
величин, которые останутся неопределенными и которым можно будет 
приписать любое большее или меньшее значение; поэтому значения всех 
этих величин всегда будут такими, что они могут одновременно изменить 
свой знак. Отсюда следует, что если при определенном смещении системы 
значение величины Ра -- 0В-- Ал--... отрицательно, то оно станет поло- 
жительным, если величины о, В, |,... Взять с обратным знаком; таким 
образом и противоположное смещение, которое тоже одинаково возможно, 
привело бы к падению груза и к нарушению равновесия. 

20. Обратно, можно доказать, что если для всех возможных бесконечно 
малых смещений системы имеет место уравнение 


Ра В В... =0, 


то система необходимо должна быть в равновесии. В самом деле, так как 
при этих смещениях груз оетаетея неподвижным, то действующие на систему 
силы остаются в своем прежнем состоянии и не существует уже никаких 
оснований в пользу того, чтобы они скорее вызвали одно или другое из 
двух смещений, при которых величины о, В, |,... имеют противоположные 
знаки. Таков случай весов, находящихся в равновесии, так как нет ника- 
ких оснований для того, чтобы они скорее наклонились на одну сторону, 
чем на другую. | 

Принцип виртуальных скоростей, доказанный, таким образом, для елу- 
чая соизмеримых сил, остается в силе и для случая любых несоизмеримых 
сил, ибо известно, что всякий закон, который может быть доказан для 
соизмеримых величин, равным образом, путем приведения к абсутду, может 
‘быть доказан и для случая, когда эти величины несоизмеримы. 


ОТДЕЛ ВТОРОЙ. 


ОБЩАЯ ФОРМУЛА СТАТИКИ ДЛЯ РАВНОВЕСИЯ ЛЮБОЙ 
СИСТЕМЫ СИЛ И МЕТОД ПРИМЕНЕНИЯ ЭТОЙ ФОРМУЛЫ. 


1. Общий закон равновесия машин заключается в том, что силы от- 
носятся друг к другу обратно отношению скоростей точек, к которым они 
приложены, причем скорости должны измеряться по направлению этих сил. 

В этом законе заключается положение, которое обычно называют прин- 
ципом виртуальных скоростей. Как мы показали в предыдущем отделе, 
этот принципи уже давно известен в качестве основного принципа равно- 
весия, в силу чего его можно рассматривать как некую аксиому ме- 
ханики. 

Для того чтобы выразить этот принцип в виде формулы, допустим, 
что силы Р, ©, В,..., действующие по определенным направлениям, взаимно 
Друг друга уравновешивают. Представим себе, что из точек, к которым 
приложены силы, отложены отрезки [8], равные р, 4, х,... и расположен- 
ные по направлению этих сил; обозначим вообще через 4р, 44, 4у,... ва- 
риации или диференциалы этих отрезков, поскольку они могут получиться 
в результате какого-либо бесконечно малого изменения положения различ- 
ных тел или точек системы. 

Яено, что эти диференциалы выразят величины путей, которые будут 
пройдены в одно и то же мгновение силами Р, 0, В,..., по своим соб- 
ственным направлениям, если допустить, что эти силы стремятся удлинить 
соответственно отрезки 2, 4, 7,.... Таким образом диференциалы 40, 44, 
4т,... будут пропорциональны виртузльным скоростям сил Р, 0, В,... и, 
следовательно, могут быть для простоты подетавлены вместо этих ско- 
ростей. 

Установив это, расемотрим сначала только две силы Ри 0, находя- 
щиеся в равновесии. Согласно закону равновесия двух сил величины Ри@ 
должны быть обратно пропорциональны диференциалам 4, 44; но легко 
понять, что равновесия между двумя силами не будет, если только они не 
будут расположены таким образом, что когда одна из них движется по 
собственному своему направлению, другая сила вынуждена двигаться 
в сторону, противоположную своему собственному направлению; отсюда 
следует, что диференциалы 4р и 44 должны иметь противоположные знаки; 
поэтому, если допустить, что обе силы Ри © положительны, то для равно- 
весия получается 

о=-9 или Ра 0449=0; 


такова общая формула равновесия двух сил. 


28 СтАТИКА 


Рассмотрим теперь равновесие трех сил Р, ©, А, виртуальные скорости 
которых представлены диференциалами 4у, 44, 4. Положим 9 =0’-- 0” 
и примем, что допустимо, часть ©’ силы © такой *), что 


рар-- 9’ 44=0; 


таким образом сила Р будет находиться в равновесии с силой @’, и для 
полного равновесия необходимо, чтобы другая часть @” той же силы @ 
находилась в равновесии с третьей силой В, что дает нам уравнение 


"аа-Р Ва’ =0; 


если это уравнение связать с предыдущим, то в силу равенства ©’ -- 0” = 0. 
получается следующее уравнение 


Рар-+ 09044-— Ва" =0. 


Если имеется еще четвертая сила ©, виртуальная скорость которой. 
представлена диференциалом 45, то можно положить 


9=9’-—- 9” и Рар- 9 94 =0, 
вВ= А’ В" и 0"499-В’аг=0. 


а также 


Таким образом часть @’ силы © будет находиться в равновесии © си- 
лой Р; часть В’ силы В будет в равновесии с другой частью ©” силы 0. 
и ДлЯ ТОГО чтобы имело место полное равновесие между силами Р, (0, А, ©, 
оставшаяся часть А” силы В должна находиться в равновесии с послед- 
ней силой 5; таким образом должно быть 


В” ат 5 48 =0. 
Если все эти три уравнения соединить в одно, то получается 
Рар-- 9 49-Е 548 =0. 


И так далее, как бы ни было велико число сил, находящихся в равновесии. 

2. Итак, вообще для равновесия любого числа сил Р, ©, В,..., на- 
правленных по линиям р, 9, 7,... и приложенных к любой системе тел или 
точек, расположенных любым образом, мы имеем уравнение следующего. 


вида: 
Рар-- 9 494--Ва"--... =0. 


Это — общая формула статики для равновесия любой системы сил. 

Мы назовем каждый член этой формулы, например Р ар, моментом 
силы Р, и примем слово момент в том емысле, какой ему придал Галилей, 
т. е. как произведение силы на ее виртуальную скорость; тогда приведенная 


*) Это рассуждение является вполне точным только в том случае, когда рас- 
сматривают определенное смещение системы. Если же подобное ограничение не. 


р 
сделано, то`3” может принять любые возможные значения, и уравнение Рар-|- 


—- 9” 49 =0 не может быть удовлетворено каким-либо определенным значением (7. 
Следовательно, для того чтобы дополнить доказательство Лагранжа, его следует 
применить последовательно ко всем возможным положениям системы, вводя каждый 
раз новые связи, которые помешали бы осуществлению других смещений. Впрочем, 
это обстоятельство отметил и сам Лагранж (Отд. П, пункт 13). 

Прим. Бертрана. 
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зыше общая формула статики гласит: сумма моментов всех сил равна 
нулю. 

При применении этой формулы вся трудкость сводится к тому, чтобы 
определить значения диференциалов 4, 44, 4",... в соответствии с при- 
родой заданной системы. 

Рассмотрим теперь систему в двух различных, но бесконечно близких, 
положениях и станем искать наиболее общие выражения для интересующих 
нас диференциалов, введя в них столько неопределенных величин, сколько 
имеется произвольных элементов при изменении положения системы. Полу- 
ченные таким образом выражения мы подставим в заданное уравнение; это 
уравнение должно иметь силу независимо от всех неопределенных величин, 
для того чтобы равновесие системы вообще существовало и, кроме того, 
во всех направлениях. Приравняем тогда нулю отдельно сумму членов, 
в которые входят одни и те же неопределенные величины, и таким путем 
получим столько отдельных уравнений, сколько имеется этих неопределен- 
ных величин; однако нетрудно убедиться, что их число всегда будет равно 
числу неизвестных в положении системы. Таким образом с помошью этого 
метода мы получим столько уравнений, сколько их требуется для опреде- 
ления состояния равновесия системы. 

. Этим именно методом и пользовались все авторы, применявшие до сих 
пор принцип виртуальных скоростей для разрешения проблем статики; 
однако этот метод применения указанного принципа зачастую требует гео- 
метрических построений и рассуждений, благодаря которым решения 
становятся столь же длинными, как если бы их искали с помошью обыкно- 
венных принципов статики; в этом, быть может, и заключается причина, 
препятетвовавшая применению этого принципа во веех тех случаях, 
когда казалось бы он должен был бы быть применен благодаря своей про- 
стоте и общности. 

3. Задачей настоящей работы является сведение механики к чисто 
аналитическим операциям, и формула, которую мы выше нашли, чрезвы- 
чайно приспособлена для выполнения этой задачи. Все дело сводится 
только к тому, чтобы выразить аналитически и в наиболее общем виде 
значения отрезков р, 4, 7,..., взятых, по направлению сил Р, 0, В,..., и 
тогда путем прбетого диференцирования получаются значения виртуальных 
скоростей ар, 44, 4у,.... 

Следует при этом только ‘отметить, что в диференциальном исчиеле- 
нии во всех тех случаях, когда несколько величин одновременно изменяются, 
допускают, что все они в течение одного и того же времени увеличиваются 
на величину своего диференциала, и если согласно природе вопроса не- 
которые из них должны убывать в то время, как другие возрастают, то 
диференциалам убывающих величин приписывают знак минус. 

Диференциалы @р, 44, 4",..., представляющие виртуальные скорости 
‘ил Р, 0, В,..., следует, таким образом, считать положительными или 
отрицательными, в зависимости от того, стремятся ли силы увеличить или 
уменьшить отрезки р, 4, 7,..., определяющие их направления. Но так как 
общая формула равновесия не изменяется. при изменении знаков всех ее 
членов, можно с одинаковым основанием принять в качестве положитель- 
ных диференциалы тех отрезков, которые увеличиваются или же умень- 
палотея, и в качестве отрицательных диференциалы тех отрезков, которые 
изменяются в противоположном смысле. Таким образом, если считать силы 
положительными величинами, то их моменты Рар, © 44,... будут положи- 
‘тельными или отрицательными в зависимости от того, будут ли виртуаль- 
ные скорости 40, 49,... положительными или отрицательными; а если мы 
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пожелаем заставить силы действовать в противоположном направлении, нам 
придется только приписать знак минус тем величинам, которые предета- 
вляют эти силы, или же изменить знак их моментов. 

Отсюда вытекает основное свойство равновесия, заключающееся в том, 
что любая система сил, находящихся в равновесии, продолжает оставаться 
в этом состоянии, когда каждая из этих сил изменяет направление своего 
действия на противоположное, — если только строение этой системы не 
претерпевает какого-либо изменения вследствие изменения направления 
всех сил. 

4. Каковы бы ни были силы, действующие на заданную систему тел 
или точек, всегда можно считать, что они как бы стремятся к некоторым 
точкам, расположенным на линиях, по которым они направлены. 

Назовем эти точки центрами сил; можно принять за отрезки р, 4, х,... 
соответствующие расстояния этих центров от тех точек системы, в кото- 
рых приложены силы Р, ©, А,.... В этом случае яено, что данные силы 
стремятся уменьшить отрезки р, 4, 7,...; следовательно, их диференциалам 
следует сообщить знак минус, но если изменить все знаки, то общая 
формула сохранит свой вид 


Рар-- 0 44а Вау--... =0. 


Но центры сил могут находиться как вне системы, так и внутри са-- 
мой системы, составляя часть ее; по этому признаку различают силы 
внешиме и внутренние. 

В первом случае ясно, что диференциалы 40, 94, 4х... выражают 
полные вариации отрезков р, 4, 7,..., обязанные своим происхождением, 
изменению положения системы; они являются, следовательно, полными 
диференциалами величин р, 4, 7,..., если рассматривать в качестве пере- 
менных все величины, относящиеся к положению системы, и в качестве. 
постоянных — величины, относящиеся к положению различных центров сил. 

Во втором случае некоторые из тел системы сами будут центрами сил, 
действующих на другие тела системы, а в силу равенства действия и 
противодействия эти последние в свою очередь будут одновременно центрами. 
сил, действующих на первые. 

Рассмотрим два тела*), действующих друг на друга с некоторой си- 
лой Р, причем эта сила может происходить вследствие притяжения или от- 
талкивания этих тел, либо вследствие наличия пружины, находящейся 
между ними, либо, наконец, может происходить от какой-нибудь другой 
причины. Пусть р — расстояние между этими двумя телами, др’ — вариация 
этого расстояния, поскольку она зависит от изменения положения одного 
из тел; ясно, что по отношению к этому телу Рар’ будет моментом силы Р. 
Точно так же, если через 4р” обозначить вариацию того же расстояния р. 
происходящую вследствие изменения положения другого тела, то по отно- 
шению к этому второму телу мы будем иметь момент Рар” той же силы Р. 
Следовательно, весь момент, обязанный своим существованием этой силе, 
может быть выражен через Р(ар’ -|- 4”). Но яено, что ар’ -- ар” предета- 
вляет собою полный диференциал 7, который мы обозначаем через 40, так 
как расстояние р может изменяться только вследствие смещения обоих 
этих тел; таким образом, рассматриваемый момент выразится просто через: 
Рар. Этот вывод можно распространить на любое количество тел [3]. 


*) Слово „тело“ обозначает здесь, как и раньше, материальную точку. 
Прим. Бертрана. 
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5. Отсюда следует, что для получения суммы момелитов всех сил вза- 
данной системы, будь то силы внешние или внутренние, следует рас- 
смотреть в отдельности каждую из сил, действующих на различные тела 
ИЛИ точки системы, и взять сумму произведений этих различных сил, 
помноженных каждая на диференциал соответствующего расстояния между 
обеими точками каждой силы, а именно, между точкой, на которую эта 
сила действует, и точкой, к которой она стремится. В этих диференциалах 
следует рассматривать в качестве переменных все величины, зависящие 
от положения системы, и в качестве постоянных — величины, относящиеся. 
к внешним точкам или центрам, т. е. эти последние точки следует рас- 
сматривать как постоянные, когда положение системы подвергается изме- 
нению. 

Указанная сумма, будучи приравнена нулю, даст общую формулу 
статики. 

6. Пля того чтобы аналитическому выражению этой формулы сообщить 
всю ту общность, на которую оно способно, отнесем положение всех тел 
или точек заданной системы, а также положение центров, — к прямоуголь- 
ным координатам, параллельным трем неподвижным осям в пространстве. 

Мы будем вообще обозначать через 2, У, г координаты тех точек, к ко- 
торым приложены силы, и в дальнейшем будем их для отличия снабжать 
олним или несколькими штрихами, соответственно различным точкам си- 
стемы. 

Аналогично через а, 6, с мы будем обозначать координаты центров сил. 

Ясно, что расстояния р, 9, 7,... между точками приложения сил и их 
центрами выразятся вообще с помощью формулы И— а)? (и— 5) (2—6). 
в которой а, 6, с являются постоянными величинами, или по крайней мере 
должны рассматриваться при изменениях х, 7, 2 как постоянные величины 
в том случае, когда они относятся к точкам, лежащим вне системы, т. е. 
когда силы являются внешними. Однако в том случае, когда силы являются 
внутренними и они исходят от некоторых тел самой системы, эти величины 
а, Ъ, с переходят в 5”, У”, 2” и, следовательно, становятся переменными. 

Если таким образом имеются выражения конечных величин р, (, 7,... 
в известных функциях координат различных тел системы, остается их. 
только обычным образом продиференцировать, рассматривая эти координаты 
как елинственно изменяющиеся величины, и тогда получаются искомые 


значения диференциалов @р, 94, 4",..., входящих в общую формулу равно- 
весия. 
7. Хотя можно всегда считать, что силы Р, ©, А,... стремятся к ва- 


данным центрам, но раесмотрение этих центров выходит за пределы задачи, 
в которой в качестве заданных обычно рассматриваются лишь величина и 
направление каждой силы. Обралимся к более общим методам разыскания 
диференциалов 4, 94, 4у,.... 

Прежде всего, если предположить, —а это всегда допустимо, — что. 
сила Р стремится к неподвижному центру, то мы имеем 


= Убе 


если это выражение продиференцироваль, не считая а, 6, с переменными, 
поскольку сила Р является внешней, то 


др = *— -- 1 — ау “42. 
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х— а у—6 2—-с 
7 


Но легко видеть, что 


представляют собою косинусы 


углов, образуемых линией р с линиями х— а, У— 6, 2—6. Еели вообще 
через а, 8, 1 обозначить углы, образуемые направлением силы Р с осями 
д, |, е, или с прямыми, параллельными этим осям, то 


х—а у— 6 #—с , 
— 605 &, —_ == 60$ 6, —›_=9081; 


следовательно, 
ар = 03 а 4х -- 0$ В ду -- с0$ 1 42. 


Аналогичным образом могут быть выражены и другие диференциалы 
44, 4’,.... 

Но если та же сила Р будет внутренней силой и будет действовать 
на две точки, имеющие координаты т, у, гиф’, У’, 2’, стремясь их обли- 
зить или удалить друг от друга, то в выражении для р мы имеем д=7’, 
р =’, с=г', и, следовательно, 


4р == в08 а (4х — 4х’) -- соз В (ау — ду”) -- воз (42 — аг”). 
Заметим, прежде всего, относительно углов о, В, 1], что 
603? &-|- с052 В -- 0324 = 1; 


это очевидно из приведенных выше формул. Во-вторых, если обозначить 
через = угол, образуемый проекцией линии р на плоскость х и у с осью 
х, то 


д —а у— 6 . 
= 605®, —_— =51, 


где обозначено х = (2 — а)? (у— 6}; а подставив вместо х— а, у— 
их значения 26054, р 603 В, мы получим 

к=рУ 05? «-—- с0528 =р И1 — 0524 = уз т; 
таким образом 


— а . —6 . . 
—= ЗШ 1 60$ в, — 11 | ЭТ е, 


и, следовательно, 
605 4 = $1 {| 60$е, 08 В == Я | 5 г. 


8. Далее, я принимаю во внимание, что поскольку @р представляет 
с0бою малый путь, который тело или точка приложения силы Р может 
пройти по направлению этой силы, то если положить 4р==0, эта точка 
сможет двигаться только по направлениям, перпендикулярным к направле- 
нию самой силы. Таким образом 4р==0 представляет собою диференциаль- 
ное уравнение поверхности, по отношению Е которой сила направлена 
перпендикулярно. 

Эта поверхность будет сферой, если величины а, 6, с поетоявны, но 
она может быть какой угодно иной поверхностью, если допустить, что эти 
величины являются переменными. 

Представим себе теперь вообще, что сила Р действует перпендикулярно 
%х поверхности, выраженной уравнением 


А ах Вау Саг=0. 
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Для того чтобы это уравнение совпало с уравнением 
(1—0) 4х (у—Ь) ау-|+ (2— в) 4г =0, 


вытекающим из допущения, что 4р==0, остается только положить 


А х— а В _ 9—6 
С ее’ ( 2—6” 


что дает 


х—а= (2—6), у-ь= (9) 


подставив эти значения в выражение для 40, будем иметь 
А аз — Вау-- Саг 


р м 
У 2+ В+ 0? 
Таким образом, если имеется диференциальное уравнение поверхности, 
к которой сила Р направлена перпендикулярно, можно получить и выра- 
жение для ее виртуальной скорости ар. 
Можно положить 
Аах-—- Вау-- С аг = и, 


где и— некоторая функция 2, у, 2; но известно, что диференциальное урав- 
нение первого порядка с тремя переменными выражает поверхность только 
в .том случае, если оно может быть проинтегрировано или приведено к 


интегрируемому виду с помощью множителя. Тогда е помошью алгоритма 
частных диференциалов можно написать 


и выражение для @р принимает следующий вил: 


4 == О: ИИ . 
2 2 
УЗ Е 


Таким образом момент силы ФР, перпендикулярной в поверхности, 
заданной уравнением 4и = 0, будет равен 


Ран 


У _/ди\? ди\2 ди^\ 2” 

Тем же путем могут быть определены и значения других диференциа- 
лов 44, 4,..., & именно, с помощью диференциальных уравнений поверх- 
ностей, по отношению к которым силы ©, В,... направлены перпендику- 
лярно. 

9. Но можно обойтись и без рассмотрения поверхности, к которой сила 
направлена перпендикулярно; так как любую величину можно выразить 
с помошью линии, то 7 можно рассматривать как некоторую функцию коор- 
динат, а Р как силу, стремящуюся изменить значение р. Тогда Рар тоже 
будет виртуальным моментом силы Р; точно так же @ 944, Е 4х,... будут 
моментами сил 0, В,..., если их рассматривать таким образом, как если 
бы они стремились изменить значения. величин 4, 7,..., 0 которых мы 
предполагаем, что они являются некоторыми функциями тех же координат. 


3 Зак. 294. — Аналитическая механика 
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Этот метод рассмотрения моментов придает общей формуле равновееия 
гораздо более широкий смысл, благодаря чему она становится пригодной 
для значительно большего числа приложений *). 

10. Если значения диференциалов ар, 44, 9”,... в качестве функций 
диференциалов координат различных тел системы известны, то остается 
только подставить их в общую формулу 


Рар-- 94-Е а" -+...=0, 


и затем удовлетворить этому уравневию независимо от диференциалов, 
которые оно содержит. 

Таким образом, если рассматриваемая система является совершенно 
свободной, так что совершенно не существует каких-либо заданных отно- 
шений между координатами различных тел и, следовательно, между их 
диференциалами, следует удовлетворить приведенному выше уравнению 
независимо от диференциалов, и для этого приравнять отдельно нулю 
суммы всех членов, которые умножаются на каждый из этих диференциалов. 
Это даст столько уравнений, сколько имеется переменных координат и, 
следовательно, сколько их необходимо для определения всех этих перемен- 
ных и для выяснения с их помощью положения всей системы в еостоянии 
равновесия. 

Но если природа системы такова, что тела при своих движениях 
подчинены особым условиям, следует сначала эти условия выразить © 
помощью аналитических уравнений, которые мы назовем условными уУфав- 
нениями, — что всегда легко выполнить. Так, например, если некоторые 
из тел вынуждены двигаться по заданным линиям или поверхностям, то 
мы имеем в качестве уравнений для координат этих тел эти заданные 
уравнения линий или поверхностей; если бы два тела были связаны друг 
с другом таким образом, что они постоянно должны находиться друг от 
друга на одном и том же расстоянии Ё, то, очевидно, мы имели бы урав- 


нение 
К (д — д” (у) (#7). 


Когда условные уравнения найдены, следует с их помощью в выра- 
жениях лля ар, 94, 4’... исключить столько диференциалов, сколько это. 
возможно, так что оставшиеся налицо диференциалы будут уже совершенно 
независимы друг от друга и будут выражать лишь то, что имеется произ- 
вольного при изменении положения системы. А так как общая формула 
равновесия должна сохранить свою силу независимо от того, каковы бы 
ни были эти изменения, следует отдельно приравнять нулю суммы всех 
членов, в состав которых входит каждый из неопределенных диференциа- 
лов; тогда отеюда получится столько отдельных уравнений, сколько имеется 
таких диференциалов; эти уравнения, будучи затем соединены с заданными 
условными уравнениями, будут содержать в себе все условия, необходимые 
для определения состояния равновесия системы, так как легко понять, что. 


*) Если настоящий пункт 9 сопоставить с пунктами 6 и 28 (отдела, [У), то, 
мы придем к следующему их истолкованию. Когда силы имеют в качестве суммы 
своих виртуальных моментов произведение вида Рар, где р — некоторая функция 
координат, то говорят, что система рассматриваемых сил эквивалентна некоторой 
силе Р, стремящейся изменить величину функции р. Эта формулировка представ- 
ляется совершенно условной. В данном случае елову сила придается смысл,» 
совершенно отклоняющийся от обычного. Впрочем, эта формулировка не была 
принята геометрами. Прим. Бертрана. 
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общее число всех этих уравнений будет всегда равно числу различных 
переменных, являющихся координатами всех тел системы, и, следовательно, 
что их будет всегда достаточно для определения каждой из этих пере- 
менных. 

11. Впрочем, если до сих пор мы все время определяли положение 
тел с помошью прямоугольных координат, то мы это делали потому, что 
этот способ имеет известное преимущество простоты и легкости в вычисле- 
ниях, но это не значит, что при применении изложенного выше метода 
нельзя пользоваться другими координатами; ясно, что при изложенном 
методе нас ничто не заставляет отдавать предпочтение прямоугольным 
координатам перед иными линиями или величинами, определяющими поло- 
жения тел. Так, вместо двух координат 5х, у можно было бы, если бы 
обстоятельства этого потребовали, воспользоваться радиусом-вектором 


—— 4 
р=У 2?-- и? и углом $, тангене которого равен =) что дало бы нам 


Ф— 005%, уро: 


третья координата г могла бы при этом сохранить евой прежний вид. Но 


можно было бы также ввести радиус-вектор р= 22-922? с двумя 
углами ох и $, так что 


—# 
(а1б9=., 


(ато Ф = —, 
Уж- у? 
откуда получается 
д =—0р6054 08%, у==рс0зфзшо, г==рзшо; 


‘точно так же можно воспользоваться другими какими-либо углами или 
ЛИНИЯМИ. 

Отметим еще, что так как при излагаемом нами методе рассматри- 
ваются лишь диференциалы 4х, 4у, 42, начало координат может быть 
избрано в любом месте: этим можно воспользоваться, чтобы упростить выра- 
жения для этих диференциалов. 

Если вместо х и у подставить р 05 о и рп, то мы вообще 
получим 

т —= 0$ о р — рушо ах, 


4у = зто @р-- р созх а$; 


но если положить х=0, а это значит, что величину угла о мы будем 
отечитывать от радиуса р, то мы получим более простые выражения 4х = р 
и 4) =р4%. Точно так же мы можем поступить в других аналогичных 
случаях. у 

12. Вообще, какова бы ни была система сил, равновесие которой опре- 
‚ деляется, и каким бы образом ни были связаны друг © другом точки при- 
ложения этих сил, всегда можно свести переменные, определяющие поло- 
жения этих точек в пространстве, к небольшому чиелу независимых пере- 
менных; для Этого следует с помощью условных уфавнений, заданных 
природой системы, исключить столько переменных, сколько имеется усло- 
вий, т. е. выразить все переменные, которых имеется по три на каждую 
точку, при помощи небольшого числа их, или при помощи других пере- 
менных, которые, не будучи уже подчинены каким-либо условиям, остаютел 


З* 
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независимыми и неопределенными. ‘Таким образом равновесие должно 
иметь место по отношению к каждому из этих независимых перемен- 
ных *), так как последние дают место такому же числу различных изменений 
в положении системы. 

13. В самом деле, если обозначить через & %, ©,... ьтл независимые 
переменные и рассматривать р, 4, х,... как функции этих переменных, 
то получитея 


д д д 
ее... 


ан... 


де ди ду 
а о ВР о - . 


п условие равновесия Р4%р-|- 9 94-- Ваг--... =0 примет следующий вид: 


др 94 дг 
(РЕЯ...) &-+ 


д 


(РАЯ...) &- 
НР -Ех +...) 4+... =0. 


Так как значения 4 4%, 4$... должны оставаться неопределенными, то 
должны существовать отдельно следующие уравнения: 


др 04 ди __ 
Нем иж-... =6 


др 94 ду __ 
Рот... =0. 


Число этих уравнений будет равно числу переменных & %, ©,... и, следо- 
вательно, их будет достаточно для определения всех этих переменных. 

Важдое из этих уравнений, как видим, представляет ссбою частный 
случай равновесия, при котором виртуальные скорости подчинены опре- 
деленным соотношениям: из соединения же всех этих частных случаев равно- 
весия создается условие общего равновесия системы. 

Можно также отметить, что собственно к этим частвым и определен- 
ным случаям применимо в полном объеме рассуждение первого параграфа 
настоящего отдела, и так как в случае двух сил их равновесие всегда 
можно свести к равновесию прямолинейного рычага, плечи которого нахо- 
дятея между собою в отношении виртуальных скоростей, можно этим путем 
общий принцип виртуальных скоростей поставить в зависимость только от 
принципа рычага. 


°) 'То-есть необходимо, чтобы коэфициенты вариаций каждого из этих перемен- 
ных были порознь равны нулю. Прим. Бертрана. 
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14. Если величина Рар-—- 90 494-— В а’-|-... не будет равна нулю по 
отношению ко всем независимым переменным, то силы Р, (), В,... не будут 
находиться в равновесии, и тела, находясь под действием сил, приобретут 
движения, определяемые как этими силами, так и взанмодействиями тел [10]. 

редположим, что га тела той же системы ‚действуют другие силы 

’ ©’, В’,..., направленкые по линиям р’, 9’, ”'’,..., и сообщают им 
те же самые `движевия; тогда эти силы будут эквивалентвы первым и смо- 
гут во всех случаях быть поставлены ва их место, так как соглаево допу- 
щекию их действие совершено одикаково. А если эти же силы Р’, О’, 
В’,..., сохраняя свою величину, изменят свои направления и примут 
направления, противоположные прежним, то ясно, что они тем же телам 
точно также сообщат движения равные, но противоположно направленкые. 
Следовательно, если в этом новом состоянии они будут действовать на тела 
той же самой системы — одновременно с силами Р, 0, В,..., то тела 
будут оставаться в покое, так как движения, сообщаемые им в одном 
направлении, будут уничтожаться равными и противоположно направлен- 
выми движениями. Таким образом между всеми этими силами будет суще- 
ствовать равновесие, что дает нам уравневие (пункт 2) 


Рар- 90 44а-- Ва"-...— Р’ар’ — 9'’49' — В’4"'—... =0; 
сткуда следует 


Рар-- 90 49- Ва’--... = Р’ар’ - 9’а4’- Е’ - .... 


Таково условие, необходимое для того, чтобы силы Р’, О’, В’,..., 
действующие по линиям р’, а’, ”,..., были эквивалентны силам Р, 0, В,..., 
действующим по линиям р, 4, 7,.... А так как две системы сил могут 


быть совершенно эквивалетными *) только единствевным образом, поскольку 
движение тела всегда бывает единым и определенным, то отсюда следует, 
что если две системы сил Р, О, А,...и Г’, ©’, В’,... таковы, что во 
всех случаях и по отношению ко всем независимым переменьвым существует 
уравнение 


Рар-- 044— Ва’... = Р’ар’ + 9’аа’- В’а" + ..., 


то эти две системы эквивалентны и во всех случаях могут быть подета- 
влены одна вместо другой. 

15. Отеюда следует важная теорема статики, согласно которой две 
системы сил эквивалентны и могут быть заменегы одна другой в одной и 
той же системе тел, связанных между собою каким угодко сбразом, если 
суммы моментов сил в обеих системах всегда между собою равны; и обратно, 
если сумма моментов сил одной системы всегда равна сумме моментов сил 
другой системы, то эти две системы сил эквивалентны и могут быть под- 
ставлены одна вместо другой в одной 1 и той же системе тел. 

Если допустить, что линии р, 4, ”,... зависят от линий & 4, 0,..., 


то формула 
Рар-- 9499- Еа"-... 
преобразуется, как в пункте 18, в следующую: 


9 94-Ф4-..., 


“) То-есть две системы, эквивалентные в том смысле, что они создают равнове- 
сие с одной и той же третьей системой; поэтому одному признаку могут быть 
рассматриваемы как совершенно эквивалентные системы. Прим. Бертрана. 
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в которой 
м роР 04 ди 
= — д - (9) дЁ —- В дЁ ооу 


др 94 ди 
ТЕР ЕВж-..., 


Таким образом мы имеем 
Рар-- 9 494--В4-... = %9%-Ф4%-.... 


Итак, система сил Р, (©, А,..., направленных по линиям р, 4, /”,..., 


эквивалентна системе =, ФТ, Ф,..., действующих по направлению линий 
4, ©,... И, вначит, может быть заменена последней в одной и той же 
системе тел, подверженных действию этих сил *). 


") Для того чтобы это было так, необходимо выполнение следующего усло- 
вия: линии &, $, $,... должны быть таковы, чтобы их диференциалы 45, 4$, 4$,... 
выражали виртуальные скорости точек приложения сил +, ТФ, Ф,..., т. е. чтобы 
каждый из них представлял ©0бою прямоугольную проекцию смещения точки на, 
направление силы. См. по поводу этого заметку Пуансо (Ро1пво$), напечатанную 
в Журнале Лиувилля (1те зете, $. ХТ, стр. 241), которую мы помещаем в конце наетоя- 
его тома. Прим. Бертрана. 


ОТДЕЛ ТРЕТИИ. 


ОБЩИЕ СВОЙСТВА РАВНОВЕСИЯ СИСТЕМЫ ТЕЛ, ВЫВЕДЕННЫЕ 
ИЗ ПРЕДЫДУЩЕЙ ФОРМУЛЫ. 


1. Раесмотрим теперь систему или какое-нибудь соединение тел или 
точек, которые, находясь под действием каких-либо сил, поддерживают 
друг друга в равновесии. Если бы в какое-либо мгновение действие этих 
сил перестало уничтожаться, то система вачала бы двигаться; каково бы 
ни было движение системы, его всегда можно себе представить составлен- 
ным: 1) из поступательного движения, общего для всех тел, 2) из враша- 
тельного .движения вокруг какой-либо точки и 3) из относительных дви- 
жений тел, с помощью которых они изменяют свое положение друг отно- 
сительно друга и свои взаимные расстояния. Таким образом для равно- 
весия необходимо, чтобы тела не могли получить ни одного из этих раз- 
личных движений. Но ясно, что относительные движения зависят от того, 
каким образом тела расположены друг относительно друга, еледовательно, 
условия, необходимые для пресечения этих движений, должны быть 06о- 
быми для каждой системы. Поступательные же и вращательные движения 
могут не зависеть от формы системы и могут протекать без изменения рас- 
положения и взаимной связи тел. 

Поэтому рассмотрение этих двух видов движения должно привести 
к нахождению общих условий или свойств равновесия. Этим мы теперь 
и займемся. 


$ Г. Свойства равновееия евободной системы по отношению 
к поступательному движению. 


2. Пусть дано некоторое количество тел, рассматриваемых в качестве 
точек и расположенных или связанных между собою Каким угодно образом, 


и пусть они находятся под действием сил Р, Р’, Р’,..., расположенных по 
линиям р, р’, 0'’,.... Для равновесия этих’тел мы имеем (см. преды- 
дущий отдел) общую формулу 

| Рар-- Р’ар’- Р"”ат--... =0. 


Если отнести к прямоугольной системе координат различные точки, 
находящиеся под действием сил Р, Р’,..., равно как и центры этих сил, — 
подобно тому как это было сделано в пункте 6 предыдущего отдела, то мы 
получим в случае внешних сил 


р=У@ ое 5, 
ИУ УЕ о. 
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Но если тела, соответствующие, например, координалам 2, У, 2 и 
д, у, 2, действуют _друг на друга взаимно с некоторой силой, которую мы 
обозначим через Р, то для взаимного их расстояния, которое мы на- 
зовем р, мы будем иметь 


р=И @— + и— у) @—2) 


и, следовательно, в общей формуле следует прибавить еще член Рар, по- 
лучающийся от внутренней силы Р. Точно так же следует поступать и 
дальше, если на эти же тела действует несколько сил. 

3. Положим, что вполне допустимо, 


иа-ь уу и=аь 
д’ = -Р Е, у" — Уж, 2’ —е-к(,, 


и допустим, что эти значения координат подставлены в предыдущую 
формулу. 

Так как х, 9, 2 являются абсолютными координатами тела, находя- 
щегося под действием силы Р, то ясно, что &, т, С, #', \’, (,,...являютея 
ничем иным, как относительными координатами других тел по отношению 
& данному, принятому в качестве их общего начала координат; в таком 
случае взаимное положение тел зависит исключительно от последних коор- 
динат и нисколько не зависит от первых. Следовательно, если мы пред- 
положим, что система совершенно свободна, т. е. что тела просто связаны 
между собою каким-либо образом, но не задерживаются какими-либо не- 
подвижными опорами, или внешними препятствиями, то легко понять, что 
условия, вытекающие из природы системы, могут заключать только вели- 
чины 6 м, С, , м’, С',..., но ни в коем случае — величины х, 9, г, дифе- 
ренциалы которых остаются, следовательно, независимыми и неопределен- 
ными. 

Поэтому после того, как указанные выше подстановки произведены, 
следует отдельно приравнять нулю каждый из членов, в состав которых 
входят 4т, Чу, 42, что даст следующие три уравнения (п. 2): 


Р® «+ РР р —- РИ |... ‚+ 2% -. — 0, 


‚0 реб” 9 
Р-Р ды + р |-...-- БВ ди | - 


0 
др ‚др „др” др 
Р-Н Р-Р”... -ЕРа,-р... =0. 


Прежде всего очевидно, что переменные т, у, 2 не входят в выра- 
жение для р; поэтому мы имеем 
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вследствие этого отпадают члены, содержащие в себе внутренние си- 
лы Р,.... 
Далее, мы видим, что значения 
др’ 9’ др’ др” др" др" 
д’ 09?’ 02°” дж’ 0’ 0’’°° 
тождественны со значениями 
др’ др’ др’ др" др” др" 


— — — — — 


0х’? д" ? 02’ ? д” ? ду" ; 92" ‚...ъ 


Если обозначить через «а, В, 1 углы, образуемые линией р с теми же 
осями, то в силу указанного выше (п. 7 предыдущего отдела) имеем: 


др д д 
а также 
др’ др’ др’ 
55 == 6084, ди? == 603 В, 557 =6081',.... 


Веледствие этого приведенные выше уравнения принимают вил 


Реоза--Р’соза' - Р"”соза” |... =0, 
Реоз В --Р’созВ’-- Р” воз В"--... = 0, 
Реоз1-- Р’соз1'-- Р" воз”... ==0. 


Эти уравнения должны необходимо иметь место в случае равновесия сво- 
бодной системы. Таковы уравнения, необходимые для того, чтобы вос- 
препятетвовать поступательному движению. 

4. Если силы Р, Р’, Р”,... взаимно параллельны, то 


а= а’ = а” =... В — 6—6” —..., =’ ==4” == ..., 


и три указанных выше уравнения сводятся к одному следующему 
РРР”... =0, 


которое показывает, что сумма параллельных сил должна быть равна нулю. 

Вообще легко понять, что если Р выражает полное действие силы Р 
по ее собственному направлению, то Рс0з«% выражает ее относительное 
действие, измеренное по направлению оси 2, образующей с направлением 
силы Р угол а; точно также РеозВ и Рсоз1 представляют собою относи- 
тельные действия той же силы, измеренные по направлению осей у и 2; 
сказанное относится и Е другим силам Р,’ Р”,.... 

Отеюда вытекает следующая теорема статики: яри равновесии св000д- 
ч0% системы, сумма сил, измеренных по направлению трех взаимно пеф- 
пендикулярных осей, долоюна быть равна нулю по отношению ® каждой 
из этих осеи. 


$ ПП. Свойства равновесия по отношению к вращательному 


движению. 
5. Возьмем теперь — что вполне допустимо — вместо координат х, у, 
т, у, 2’, у’,..., 1, Ч,... соответствующие радиусы-вевторы р, р’, р”,..., 
р,... И углы $, $’, ©',..., ©,..., образуемые этими радиусами с осью д; 


тогда, как мы знаем, 
х=р608Ф, у=ряшо, 
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и равным образом 
д’ =’ 608$’, У’=р'3ШФ’,..., х==р008$, У==рёШф,.... 


Подставим эти выражения в общую формулу пункта 2 предыдущего 
параграфа и положим 


—_ И 7 —__ | . 
ф’=ф--о, Ф’==Ф-ро,..., Ф==ф-Го...; 


ясно, что о, 0’,..., 0,...—- это углы, образуемые радиусами р’, р”,...,р,... 
с радиусом р; следовательно, расстояния тел, как взаимные, так и по 
отношению к плоскости ху, а равно и по отношению к точке, избранной 
в качестве начала координат, будут зависеть только от величин р, р’, р’,..., 
р...» 9, 9',..., 9,..., 8, @', 2", .., в... 

Но если система может свободно вращаться вокруг этой точки парал- 
лельно плоскости 2у, т. е. вокруг оси 2, перпендикулярной к этой пло- 
скости, то угол ох будет независим от условий системы и, следовательно, 
 хиференциал ах останется произвольным. Отсюда следует, что члены, свя- 
занные с 4 в общем уравнении равновесия, должны в общей своей сумме 
фавняться нулю. 

Легко видеть, что все эти члены Оудут выражены с помощью № ах, где 


М = Р-Р 5 Е Р'% е--.. РР ..., 


так что для равновесия получается уравнение М = 0. 
Если в выражении для р, ф’,..., 1,... (п. 2) подетавить значения 
ху, у... а, у,..., И сверх того положить 


а —= В с0$ А, В = Азш А, а’ = В’ соз А’, В’= В’ т В,..., 


то получится 
р=У р*— %ЕВс0$ (9 — А) -- В- (2—6), 


р’ = Ур? — 9р’ В 0$ (©’ — А-В -- (2—6), 


р=И р — рр 608 (© — ФЕ -Р (2—2), 


й 


сюда следует еще вместо ©’, ©",..., $... подетавить о-в, ФР о,,..., 


Ф-с,.... 


При выполнении этих подстановок становится прежде всего ясным, 


— 0 . 
что величины р,... уже не содержат угла ‹, поэтому в==0,. ..; следо- 


вательно, внутренние силы Р,... исчезнут из уравнения и останутся 
только внешние силы Р, Р,,.... 
Но мы имеем 


др __ рЕзт (9—4) др’ РЕ в (9—4) 
0$ р `_ 0 р’ 


оу 


поэтому величина М приобретает следующий вид: 


__ РЕрзш ($ — 4) ‚ Р’В’р” зщ ($' — 4”) 
Я и о ье 
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Так как центры сил Р, Р’,... можно избраль где угодно по направлению 
этих сил, то можно допустить, что эти вилы выражены линиями р, р’,..., 
которые являются прямолинейными расстояниями их точек приложения от 
соответствующих центров. Указанным путем мы получим более просто 


М = Врат (ф — А)-Р В’р’ зщ (© — А) .... 


В этой формуле радиусы А ир, исходящие из начала координат и 
образующие между собою угол о — А, составляют стороны треугольника, 
имеющего своим основанием проекцию отрезка р на плоскость ху; еледо- 
вательно, величина Арзт (> — 4) выражает удвоенную площадь этого тре- 
угольника; то же самое можно сказать и о других аналогичных величинах. 

Но так как мы обозначили (п. 3) через 1, \’,... углы, образуемые на- 
правлениями сил Р, Р’,... © осью 2, или с линиями, параллельными этой 
оси, то ясно, что дополнительные к ним углы будут представлять собою 
наклонения линий р, р’,... в плоскости ху; следовательно, рзшу, р’зшт/,... 
будут проекциями этих линий. Если из начала координат опустить на эти 
проекции перпендикуляры, которые мы назовем П, П’,..., то получится 


Ер зт (© — 4) = Прэшал, В’р’ыш (© — А’) = Пр’ шт", и... 


и величина № будет приведена к следующему виду: 
№ = ПРэшу-—- ПР’ эшл’-Р ПР" Ш -Н..., 


если вместо р, 7’, р'’,... скова подставить Р, Р’, Р,.... 

6. Уравнение № —=0 даст, таким образом, следующую теорему: 

При равновесии системы, обладающей св000д0й вращения охоло оси и 
состоящей из тел, действующих друг па друга каким угодно образом и 
одновременно находящится под действием внешимх сил, сумма этих сил, 
измеренных параллельно плоскости, перпендикулярной к оси, и умножен- 
ных каждая соответственно на перпендикуляр, отущенный из оси на на- 
правление силы, спроектированной на ту же плоскость, должна рав- 
няться нулю, — если силам, стремящимся врощеть систему в противо- 
положенных направлениях, присвоить противоположные знаки. 

Обычно эту теорему излагают проще, а именно: для 710г0 чтобы имело 
место равновесие около пакой-либо оси, моменты сил по отношению 
® этой 06% должны взаимно уничтожаться. 

В настоящее время в механике под моментом силы по отношению 
к какой-либо линии понимают произведение этой силы, измеренной парал- 
лельно плоскости, перпендикулярной к этой линии, и умноженной на плечо 
рычага, гле под плечом подразумевают перпендикуляр, опущенный из 
этой же линии на направление силы, отнесенной к той же плоскости. 
В самом деле, действие силы, стремящейся вращать систему около оси, за- 
висит только от этого момента, так как если эту силу разложить на две, 
из которых одна будет параллельна оси, а другая будет лежать в пло- 
скости перпендикулярной к оси, то очевидно, только последняя будет в со- 
стоянии вызывать вращение. Поэтому мы данному моменту присвоим 
0с0бое название момента относительно оси вращения. 

7. Коэфициент М№ члена М4? (п. 5), как мы видим, выражает сумму 
моментов всех сил системы относительно оси мгновенного вращения 4. 
Точно так же для того, ‘чтобы найти сумму моментов относительно любой 
оси, следует только преобразовать общую формулу 


Рар-—- Р”’ ар’ Р" ар” —- . 
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представляющую сумму виртуальных моментов всех сил, — введя в качестве 
одного из независимых переменных угол вращения около заданной оси. 
Тогда коэфициентом диференциала этого угла’ будет сумма всех моментов 
относительно этой оси; настоящий прием может оказаться полезным во 
многих случаях. 

8. Если система может вращаться в любом направлении вокруг, точки, 
принятой нами в качестве вачала координат, следует одновремевео рас- 
смотреть мгновенные вращения около трех осей х, у иг, и тогда мы по- 
лучим по отношению к каждой из осей уравнение, выражающее свойство 
моментов, аналогичное тому, какое мы только что нашли. Однако пред- 
ставляется небесполезным ту же задачу разрешить с помощью более 
простого и более общего анализа. 

Для этой цели пусть, как в пункте 5, 


х=—р60$Ф, У==озто, д’==0’ 6089’, У’ = р’ ©,,...; 


если углы ©, ©’,... варьировать на один и тот же диференциал 4%, то но- 
лучится 
‘а%=— 94 Чу=дха%, ал’ = —'4®, 9’ == 14, 


Таковы вариации (4, 1}, д, 9," ‚...› ПОоОЛучающиеся в результате эдемен- 
тарного вращения до системы около оси 5. 


Точно так же получаются и вариации 1), г, у’, 2',..., вызываемые эле- 
ментарным вращением 4 около оси 2; для этого  ледтет в приведенных 
выше формулах вместо х, 9, 5’, у',... взять 9, 2, У’, 2',... И‘вместо < 


взять 4%, в результате чего получитея ` 
ду =— 241, а42=у4%, Яу’=— 244, 42’ =’, 


Если в последних формулах вместо 9, 2, у", 2’,... взять соответственно 
7 


2, 1, 2’, %’,... И вместо 4 взять 4®, получатся вариации, происходящие 
вследствие элементарного вращения 4® около оси 7, которые составят 


42 =- по, Чх—=е до, 42’ = —4’4®, ах ==24о,.... 


Если допустить, что все три вращения происходят одновременно *), то 
полные вариации координат т, у, 2, 5’, у’, 2’ будут согласно прин- 
ципам диференциального исчисления, равны суммам частных вариаций, 
вызванных каждым из этих вращений, так что мы получим следующие 
полные выражения: 


45 —=2 45—94, Чаи=х 4—2,  42=94%— ва, 


4х’ = 2’4® — у’4о, 4у’ = х'4о —2'44, 42’ = у'’4% — х'а®, 


® ® ® ® . ® ® ® ® . . ‚ ® . . ® ® . . ® * ® . . ® 


Если эти значения подставить в общую формулу равновесия (п. 2), 
мы получим члены, обязанные своим происхождением только вращениям 
4, 4®, ах около трех осей т, у иг. Если система может свободно вра- 


*) В действительности эти три вращения нс могут происходить одновременно, 
аа лишь последовательно. Тем не менее это нисколько не мешает тому, чтобы 
в анализе расематривать их как происходящие одновременно; дело в том, что 
каждое из них, изменяя бесконечно мало положение тела, лишь бесконечно мало 
влияет на смещения, вызываемые другими вращениями, и видоизменяет движения, 
обязанные своим происхождением другим вращениям, лишь на величину, бес- 
конечно малую по сравнению со своим собственным значением. Мрим. Бертрана. 
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щаться во всех направлениях около точки, являющейся началом координат, 
то указанные выше члены должны порознь равняться нулю. 
Но путем диференцирования мы получим 


др — тои @—0 4: 
р 
и а) Е аи (ее) а" 


р. 


р 7 , 
ар — #— 2) (@2—@) + и — У“ — 2) (@#—а42) 


р 


® ® ® ° ® ® ® ® ® ® “* ® ® ° ® ® ® ы ® ® ® > ® ® Г] 


Таким образом с помощью указанных выше подстановок мы будем 


иметь 
др = (ау — 62) аз -- (62 — су) 4% -- (сх — аг) ао 
О ОИ ет ОР 92) ® 


р 
дог — @ О) ву’) 4 (© — а”) ао 
о 
Подставив вместо 42, 4у, 42,...аналогичные выражения 24 —и 4%, 
14—24, у — х4®,..., мы найдем, что Яр =0, ар’ ==0, . Отеюда 


МОЖНО тотчас же сделать вывод, что в результате этих  ПОдСтановоЕ члены 


того же уравнения Рар, Р’ар’,..., обязанные своим происхождением 
внутренним силам, исчезнут. 

Но мы получим 4р=0 и в том случае, если положим @— 0, 6 =0, 
с ==0, т. е, если центр сил Р будет лежать в начале координат; в этом 
случае действие данной силы тоже уничтожается. 

9. Итак, отвлекаясь от внутренних сил, если таковые имеются, а также 
от всякой силы, направленной к центру координат, мы получим вообще 
для всех сил Р, Р’,..., направленных по линиям р, у’,..., следующее 
уравнение 

Та М аь-- М а4° =0, 
тде принято р > Ш. 
8 -— 5С1 е —с1 
Т.— ( у) - у) +.. 


р 


__ Р(%— аг) Р’ (ей иг) 
М == р —_ -- р’ -- ° 
№ — Р (ау — 5х) 2 © ие Ри ’) +... 


р 


и тогда для всякой системы, способной обод вращаться в любом на- 
правлении вокруг начала координат, мы получим следующие три урав- 
нения: 

[= 0, Л = 0, № = 0, 


которые соответетвуют уравнениям пункта 5, отнесенным к трем осям 
координат. 

В самом деле, если выразить координаты центров сил а, 6, с, @’,... 
через углы а, В, 1, &“,..., образуемые направлениями этих сил с тремя 
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осями координат, и последовательно положить, как в п. 7 предыдущего 
отдела, | 
й=х— 16059, В —=уУ— 16088, с=2— 16051, 


и аналогично для других подобных величин, —то мы получим. 


Т= Р(у608\ — 2 с0з 8) -- Р’(у' в0з1’— 2" воз В) --..., 
М = Р (2605 & — 1в051) | Р’(2' воза’ —х' воз 1’) ..., 
№= Р(х воз В —усоза) -- Р’(х’ в0$ В’ — У’ воза’) | .... 


А так как Реоза, Реоз8, Ре0з\ представляют собою значения силы Р, 
измеренные по направлениям трех осей 2х, У, 2, можно тотчас же уви- 
деть, что хРс05В — уРеоза,... является моментом по отношению к оси 2, 
причем член УРсоз& имеет отрицательный знак, так как сила Реоза 
стремится вращать систему по направлению, противоположному силе 
РсозВ. Точно также 2Рсозх —хРс03{,... является моментом относитель- 
но оси у и УРс0$1 —2РеозВ, ... моментом относительно оси 5. Подобные 
же значения имеют и остальные аналогичные выражения. Таким образом 
приведенные три уравнения Г =—0, М=0, М№==0 выражают, что сумма 
этих моментов относительно каждой из трех осей равна нулю. 

Мы видим также, что коэфициенты Г, 14, № мгновенных вращений 
44, 4®, ах представляют собою не что иное, как суммы моментов относи- 
тельно осей мгновенных вращений 4, До, 4о (п. Т). 

10. Можно было бы, пожалуй, усумниться в том, что вращения около 
трех осей координат достаточно для того, чтобы выразить все малые 
движения, какие система точек может выполнить вокруг неподвижной 
точки без того, чтобы взаимное расположение этих точек изменилось. Для 
того чтобы устранить это сомнение, исследуем все эти движения более 
прямым путем. 

Через данную точку, служащую началом координат х, у, 2, и через 
другую точку системы представим себе проведенной прямую линию, а через 
эту линию и какую-либо третью точку системы — плоскость; отнесем в этой 
линии и к этой плоскости все прочие точки системы с помощью новых 
прямоугольных координат 5’, у’, 2’, имеющих то же начало, что и первые 
координаты 2, 9, 2. Совершенно ясно, что эти новые координаты зависят 
только от взаимного расположения точек системы и, следовательно, что’ 
они остаются неизменными, когда система меняет свое положение в про- 
странстве, и что в этом случае изменяются только первые коордиваты. 

Известная теорпя преобразования координат дает прежде всего ниже- 
следующие соотношения между тремя первыми и тремя последними коор- 


динатами 
х==ах’ | Ву’ тг’, 
у=а’ 2’ -- Ру’ т, 
в — а’ -- Ву’ | {”2”. 


Девять коэфициентов а, В, 1, &’,... зависят только от взаимного рас- 
положения осей обоих систем координат и должны быть таковы, чтобы 
координаты х, у, г относились к тем же самым точкам, в которым относятся 
и координаты 2’, у’, 2’, и, следовательно, чтобы выражения 


у п 2-2" 
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были тождественны, отсюда получается шесть условных уравнений 
ааа а” —=1, оз а’В’ а" =0, 
92 ВВ” =1, ау-а’” Ра" =0 
ет =ь ИВТ ЕВ" =0. 


Таким образом из числа 9 величин о, В, |, а’,... три величины остаются 
неопределенными. 
В том случае, когда оси х’, у’, г’ совпадают © осями х, у, 2, мы 


имеем 


7 7 


=’, У=у’, е=а 
и, следовательно, 


а—=1, В=0, 1=0, а’=0, В’=1, 4’=0, 9’=0, В"=0, 1”=1. 


Если приведенные выше формулы продиференцировать и затем про-. 
извести соответствующие подстановки, можно получить результат некото- 
рого бесконечно малого смещения системы в пространстве около заданной 
Точки. 

Продиференцировав выражения 5, у, 2, на основе допущения, .что. 
4’, у’, 2’ — величины постоянные, и подставив после диференцирования 


2 


вместо этих величин 2, у, #2, мы получим 


ал —= х даа -уа8-- 241, 
у = < да’ - у аВ’ --га\’, 
42 = д да" у 43" -24\". 


Но приведенные выше шесть условных уравнений, после диференци- 
рования и после подстановки найденных только что значений =1, В =0,. 


=0,..., дадут 
да =0, аВ8-- аа’ = 0, 


48’ —0, ааа” ==0, 
4" —0, а’-- 48" =0, 

откуда | 

да’ = — 98, 44” = — 4, @8" = —@т.. 


Если эти значения подставить в выражения для 4х, ду, 42, мы полу- 
чим следующие выражения: 


4х = — уда’ —- гау, 
4у = хаа’ — 2 4В", 
42 = —ва1-- ча’, 


которые совпадают с выражениями, приведенными в пункте 8, если поло-. 
Жить да’ = 4$, 41 = 4®, 48” == 4$. 

Итак, приведенные формулы для вариаций т, У, г обладают всей той 
общностью, какая требуется по условиям задачи, и три уравнения Г, = 0, 
М =0, №=0, получающиеся в результате исчезновения в общей формуле. 
равновесия членов, относящихея к 4, 4®, 4%, — являются, таким образом, 
единственно необходимыми для удержания системы в равновесии около 
заданной точки, — если отвлечься от всего того, что свазано с взаимным 
расположением точек. Следовательно, если это взаимное расположение. 
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точек остаетея неизменным, то равновесие системы зависит только от 
приведенных выше трех уравнений. 

Даламбер в своих Весрегерез зиг 1а ргбсез$1ют Чез в6дитохез первый 
открыл законы равновесия нескольких сил, приложенных в неизменяющейся 
системе точек. Он пришел к ним очень сложным путем, пользуясь сложе- 
нием и разложением сил. Позднее эти законы были доказаны другими 
авторами более простыми путями, однако наши формулы обладалот тем 
преимуществом, что они непосредственно приводят к этим законам. 


$ ПТ. О еложении вращательных движений вокруг различных осей 
и о моментах отноеительно этих осей. 


11. Если в системе взять точку, у которой косрдинаты х, 9, г пропор- 
циональны 4%, 4®, 4х, то соответствующие диференциалы 4х, 4у, 4г будут 
равны нулю, как в этом можно убедиться с помощью формул пункта 8. 
Эта точка, равно как И все точки, обладающие этим свойством, останется 
неподвижной в течение того мгновения, когда система опишет три угла 
4, 4®, 4о, вращаясь одновременно вокруг осей х, 9, г. Легко видеть, что 
все эти точки будут лежать на прямой линии, проходящей через начало 
координат *), и составляющей с осями х, у, 2 такие углы ^Х, ш, у, что 


ИО 
609 =, 
У а ав 
до 
605 = 
Ура рая 
(о 
СО — ——————— о. 
Ур ара 


Эта прямая будет представлять собою „мгновенную ось сложного вращения. 
Если воспользоваться углами ^, з, у, введя для сокращения 


| 


4 = Ува а, 
то мы получим 


4 = 40 с05^, о == 40 созь, 40 == 46 с03ъ, 


*) Сопоставляя эти выводы © теми, которые были получены в предыдущем 
параграфе, мы видим, что любое бесконечно малое движение твердого тела, имею- 
щего одну неподвижную точку, может быть рассматриваемо как вращение вокруг 
оси. Эта прекрасная теорема обязана своим открытием Эйлеру, который обосновал 
ее с помощью очень простого геометрического доказательства. Эйлер исследовал 
этот вопрос и аналитическим путем. (См. Мётойгез 4е ГАсад6тме Че ВетгИШп за 
1150 г.). Двадцать пять лет спустя он снова вернулся к этой теореме в Соштеп- 
балгез 4е Залпб-РефегзБойго за 1775 г. и, изложив геометрическое доказательство, 
относящееся к случаю конечных движений, признал, что аналитическое доказатель- 
ство требует столь пространных исчислений, что он вынужден от него отказаться. 
Его мемуар заканчивается следующими словами: „Конечно, никто не захотел бы 
взять на себя этой удивительной работы... поэтому указанное замечательное 
свойство может дать геометрам прекрасный случай испытать свои силы, прорабо- 
тав над этим свойством, которое вполне поддается объяснению“ (стр. 207). В Фочг- 
па] 4е ГлоцуШе (17° збг., $. У, р. 406) Олинд Родригес (Водеаез), воспользовав- 
пись чрезвычайно изящным способом, дал то доказательство, которого желал Эйлер. 

Прим. Бертрана. 
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и общие выражения 4х, Чу, 4г (п. 8) примут следующий вид: 
ах = (2 с03 № — у воз у) 48, 
у = (2 в0зу— 2 соз ^.) а, 
42 == (У 0$ \ — х воз ци) а. 


Так как квадрат малого участка пути, проходимого любой точкой, равен 
47? |. 4у?-Р 42?, он может быть выражен через 


[(2 605 №, — у с03 У}? - (2 е05у — 2 605 ^}# -|- (у 608 Х — 2 с0$ в,)?] 402 = 
= [72 -- у -- 2? — (1 в0$ ^ у в08ь -- 2 с0$)] @6?, 


ибо с03?^ —- 6052 в, -|-- 6052 у==1. 

Но легко доказать, что 4 605 . --у сои --2 с05 у=0 является уравне- 
нием плоскости, проходящей через начало координат и перпендикулярной 
к прямой линии, составляющей с осями х, у, г углы ^, в, у; следова- 
тельно, малый участок пути, описанный любой точкой этой плоскости, равен 


46 У-Ну-- г, & так как мгновенная ось вращения перпендикулярна 
х той же плоскости, то отсюда следует, что 46 является углом вращения 
вокруг этой оси, составленного из трех частных вращений 4$, 4®, 4о вокруг 
трех осей координат. — 

12. Отеюда следует, что любые мгновенные вращения 4, до, 4о вокруг 
трех осей, пересекающиеся в одной и той же точке под прямыми углами, 
склалываются в единое вращение 48 = 41? -—- 42-1 44? вокруг оси, про- 
ходяшщей через ту же точку пересечения и образующую с упомянутыми осями 
углы ^, в, у, величины которых определяются следующими формулами: 


а% 46 __ 4 
608 =, бору, 608= у. И, обратно, отсюда следует, что 


любое заданное вращение 460 вокруг оси может быть разложено на три 
частных вращения, выражающихея через с03^ 40, ©0346, 05 у 46 — вокруг 
трех осей, взаимно пересекающимися под прямыми углами в некоторой 
точке ланной оси и образующих е этой осью углы ^, в, у. Это дает очень 
простое средство для сложения и разложения мгновенных движений или 
скоростей вращательных движений. 

В самом деле, если взять три других взаимноперпендикулярных оси, 
образующих с осью вращения 4%, углы ^', ^”, №”, е осью вращения 4 


И Ш 


углы в", в”, р” и © осью вращения 4Ф углы у, У, У”, то вращение 4 
может быть разложено на три вращения с05^”04, 0374, воз ^”” 44, точно 
также вращение 4® может быть разложено на три вращения созр’а®, 
603 в’@о, в0зи”’4®, и вращение 4Ф— на три вращения с03у’4Ф, созу’ ао, 
605 У”4Ф, причем во всех случаях разложение происходит по одним и тем 
же трем осям. Таким образом, если` сложить все вращения, происходящие 
вокруг одной и той же оси, и обозначить через 40’, 40”, 460” полные вра- 


щения вокруг трех новых осей, то получится 
49’ = с0$ ^” @ф-- сози” до -|-- в05 у’ а, 
48” — с03 Х” 4-Е с03 №” до -- воз у” 4%, 
40” — 05 "ау —- 605$ до -- 05 у” ао. 
13. Итак, вращения 4, 4®, 4 были указанным выше путем сведены 


к трем вращениям 46’, 46”, 40” вокруг трех других прямоугольных осей; 
«ледовательно, эти последние при их сложении должны даль то же вра- 


4 Зак. 994. — Аналитическая механика. 
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щение 49, какое получается при сложении вращений 44, 4®, 4. Таким 
образом мы имеем (п. 11) 


403 — 402 -|- 46”? | 46” — д? до? де; 


4 так как последнее равенство должно представлять собою тождество, то 
отсюда вытекает, что мы имеем следующие соотношения: 


с058 ^7-- 05? "Е в0$5? ^"” =1, 

6052 №" -[- с052 7 6032 и” =1, 

603? у’ --- 08? у” -{- 6052 у” =1, 
60$ ^^ воз” -[- 08 А" 08 в." -- с0$ Х"” в08 №” = 0, 
605 ^” с05 у’ -|- е0$ ^" с0зу” - е0$ Х"” с0зУ” =0, 
608 №” с05 у” -|- в03 в” с0$ У” -Р созв”” в0зу” = 0, 


Е ЕОоТОрым можно притти и геометрическим путем. 

С помощью этих соотношений можно тотчас же получить и значения 
4}, 4х, 4©, выраженные через 46’, 40”, 48”. Для этого следует значения 
46”, 46”, 46” последовательно помножить на 60$)’, с0з\”, с0з^””; с03 и", 
605 ш”,..., И затем сложить. Тогда получится 


4 = 605/40” —- соз ^” 460” + соз А" 46”, 
4% — с05 1’ 460” --- с05 и” 40” —- соз и” а”, 
фо — ©05 у’ 40’ -- с0з у” 46" -- соз у” 46”. 


14. Далее, если назвать ®/, ®”, ®” углы, образуемые осью сложного. 
движения 49 с осями трех частных вращений 40’, 40”, 46”, то аналогично 
пУнЕТУ 11 получается 


40” — со ®’46, 48” —= с03 "40, 46” == с0$ ®”"'а6, 


и если в приведенных выше (п. 12) выражениях для 40’, 460”, 46” вместо 
4}, 4®, 4о подставить их выражения через 40, указанные в пункте 11, 
& именно с0з^ 40, с05 46, созу 46, то сравнение этих различных выражений 
для 48’, 40”, 46” даст нам, по разделении на 49, следующие новые соотно- 
шения: 


605 ®’ = 603 / 05 А’ Г 603 в, 60$ и -- с05 У605 у", 
605%” = 605 ^ 605 А” -- ©05 № 0$ в" -Ё с05 у 60$", 
05 @”” = 605 Х с08 ^” -|- с03 08 №” -Е 60$у 08”, 


которые тоже могут быть выведены с помощью геометрии. 

15. Отеюда видно, что сложение и разложение вращательных движений 
совершенно аналогично сложению и разложению прямолинейных движений.. 

В самом деле, если на трех осях вращения 4%, 4®, 4х отложить от 
точки их пересечения три линии, пропорциональные соответственно 4, 4®, 
4Ф, и на этих трех линиях построить прямоугольный параллелепииед, то. 
легко видеть, что диагональ этого параллелепипеда будет осью сложного 
вращения 46 и в то же время по своей длине она будет пропорциональна 
этому вращению 46. Отсюда, а также из того обстоятельства, что вращения 
вокруг одной и той же оси складываются или вычитаютея друг из друга 
в зависимости от того, происходят ли они в одном и том же направлении. 
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или же в противоположных направлениях, — следует вообще сделать тот 
вывод, что сложение и разложение вращательных движений происходит 
совершенно таким же образом, и согласно тем же законам, что и сложение 
и разложение прямолинейных движений: для этого следует лишь враща- 
тельные движения заменить прямолинейными движениями, направленными 
по осям вращения. 

16. Далее, если в формуле пункта 9 Г 9% -- М 4 -- №М4%, содержащей 
члены общего выражения Рар-- Р’ар’ РГ Р”’ар’-..., обязанные своим 
происхождением вращениям 4, 4®, 4, подетавить вместо 44, до, 4о вы- 
ражения, найденные в пункте 13, то она перейдет в 


(Г соз^’ Е М в0з и’ М 03 у”) 40° 
—- (Г. воз А” -- М воз" -- №соз у”) 487 
—- (Гсоз А” - М созь" -- М возу") 40”. 


Следовательно, согласно пункту 7 коэфициенты элементарных углов 40’, 
46”, 48” будут выражать суммы моментов относительно осей вращения 40’, 
45”, 40”. Таким образом моменты, равные Г, М, № и относящиеся к трем 
прямоугольным осям, дадут моменты 


Т.с0оз^’” -—- М воз’ -- М с0зу, 
ТГ. воз \" - М воз” М созу", 
Т,соз Х" -- М воз” -- М с0зу" 


относительно трех других прямоугольных осей, образующих с первыми 
осями соответетвенно углы ^”, в", У’; Л”, в’, У; М, в", у". 

Геометрическое доказательство этой теоремы можно найти в УП томе 
М№оуа Аа Петербургской Академии *). 


17. Если допустить, что вращения 4, 4®, 4% пропорциональны Г, М, 
№, и положить Н=У 12-- М?-Р №, то согласно пункту 11 мы имеем 
[, = Неоз^, М = Нсози, № = Н ©0$у и три найденные нами выше момента 
сводятся, с помошью соотношений пункта 14, к следующему простому 
виду: Не05®’, Н с0з®”, Н 608%”. 

Но «’, ®”, ®” — это углы, образуемые осями вращений 40’, 460”, 40” 
с осью сложного движения вращения 460. Поэтому, если мы совместим ось 
вращения 460” с осью врашения 46, мы получим, что ®’ —=0, а®”’и «”” в0- 
ставляют каждая по прямому углу; следовательно, момент относительно 
этой оси будет равен просто Н, а два других момента относительно осей, 
перпендикулярных к первой, будут равны нулю. 

Отсюда следует, что моменты, равные Г, М, М№ и относящиеся 
к трем прямоугольным осям, складываются в едгный момент Н, равный 


У Г?-— М?-Р №, и относящийся к оси, которая составляет с упомянутыми 
ь Т, М М 

выше осями углы ^, цв, у, для которых с0$^ = я 608 =, 605 У — тт. 
Таковы известные теоремы, касающиеся сложения моментов; ясно, что 

это сложение происходит согласно тем же правилам, что и сложение прямо- 
линейных движений. Его можно было бы вывести непосредственно из сло- 


*“) Это доказательство принадлежит Эйлеру. Прим. Бертрана 


4* 
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жения мгновенных вращений, подставив моменты вместо вызываемых ими 
вращений, подобно тому, как Вариньон подетавил силы вместо прямоли- 
нейных движений *). 


$ ТУ. Свойетва равновесия по отношению к центру тяжеети. 


18. Если допустить, что в формулах пункта 9 все силы Р, Р’, Р’ дей- 
ствуют по параллельным друг другу направлениям, то получается 


.. Ве == В” =..., ТЕТ === ...; 
следовательно, если для краткости положить 
Х = Ре- Ро’ Ра" ..., 
У = Ру Р’у’ РУ ..., 
й= Ре - Р’г’-- Р"а”--..., 
то величины Г, М, № принимают следующий вид: 
Т. = У со; 1 — ИсозВ, 
М = йс0$ “ — Х ©0381, 
№ = Х е0$ В — У соза, 
и уравнения равновесия сводятся к следующим: 
Г=0, М=0, М№М=0, 


причем третье из них является здесь следствием первых двух. Но так как 
мы имеем сверх того (отдел П, пункт 7) уравнение 


6032 а -|- с05? В-|-- в052 4 ==1, 


мы получаем возможность определить с помощью этих уравнений углы о, 
В, 1; мы находим 


а — 9’ — @” =— 


ИЕ ОНИ 
У Х2-Е У?- 72 
У 
608 В = м, 
У х2- У? 72 
й 
6089 — ——————. 
| У Х2-Р У2- 2? 


Итак, если дано положение тел по отношению к трем осям, то для 
того, чтобы вращательное движение системы было совершенно уничтожено, 
необходимо, чтобы система по отношению к направлению сил заняла такое 
положение, при котором это направление образовало бы с упомянутыми 
осями углы о, В, |, величина которых была определена выше. 

19. Если бы величины Х, У, И оказались равными нулю, то углы а, 
В, { остались бы неопределенными и положение системы по отношению 
к направлению сил могло бы быть совершенно произвольным; отсюда полу- 
чается следующая теорема: Ёсли сумма произведения параллельных сил 


*) Эта аналогия недопустима. Сила, действующая на твердое тело, способное 
двигаться вокруг заданной оси, вызывает вращение, пропорциональное ее моменту; 
но для двух различных осей играют роль моменты инерции, поэтому нельзя под- 
ставлять моменты вместо вызываемых ими вращений. (См. по этому вопросу работу 
Пуансо, Мвтотез 4е Гшзй ба, $6. УП, р. 564.) Прим. Бертрана. 
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на их расстояния от трех взаимно перпендикулярных плоскостей равна 
нулю по отношению в каждой из этих плоскостей, то действие этих сил, 
стремялщееся заставить систему вращииться вокруг общей точки пефесе- 
чения упомянутых плоскостей, уничтожается. 

Известно, что сила тяжести действует по вертикали и что она пропор- 
ниональна массе. Следовательно, если в системе весомых тел найти такую 
точку, чтобы сумма маес, умноженных на их расстояния от плоскости, про- 
ходящую через эту точку, была равна нулю по отношению к трем взаимно 
перпендикулярным плоскостям, то эта точка будет обладать тем свойством, 
что сила тяжести не будет в состоянии вызвать в системе какого-либо вра- 
щательного движения вокруг этой точки. Эта точка, которая называется 
центром тяэюести, имеет очень широкое применение во всей механике. 

Для определения этой точки следует лишь найти ее расстояния от 
трех заданных взаимно перпендикулярных плоскостей. Но так как сумма 
произведений масс на их расстояния от плоскости, проходящей через центр 
тяжести, равна нулю, то сумма произведений тех же масс на их расстояния 
от другой плоскости, параллельной первой, необходимо будет равна произ- 
ведению суммы всех масс на расстояние центра тяжести от той же плос- 
кости; таким образом это последнее расстояние можно получить, если 
сумму произведений масс на соответствующие их расстояния разделить на 
сумму этих масс; отсюда получаются известные формулы для центров тя- 
жести линий, поверхностей и тел. 

20. Есть, однако, одно менее известное свойство центра тяжести, ко- 
торое может оказаться полезным в некоторых случаях, так как оно не 
связано с чуждым проблеме рассмотрением плоскостей, и которое может 
послужить для определения центра тяжести, исходя непосредственно из 
взаимного расположения тел. Вот в чем это свойство состоит. 

Пусть А есть сумма произведений масс, взятых по двое и затем 
умноженных на квадрат их взаимного расстояния, деленная на квадрат 
суммы этих масс. 

Пусть В — сумма произведений отдельных масс на квадрат их расстояний 


от какой-либо заданной точки, деленная на сумму этих масс. 


Тогда УВ А выразит расстояние центра тяжести всех масс от за- 
данной точки. Так как величина А не зависит от выбора этой точки, то, 
определив значения В по отношению в трем различным точкам, избранным 
по усмотрению в пределах системы или же вне ее, получим расстояния 
центра тяжести от этих трех точек и, следовательно, положение его отно- 
сительно этих точек. Если бы все тела лежали в одной и той же плоскости, 
было бы достаточно расемотреть две точки, & если бы они лежали на 
некоторой заданной прямой, было бы достаточно одной точки. 

Если эти точки избрать в самих телах системы, то положение ее центра 
тяжести будет задано исключительно массами и их взаимными расстояниями. 
В этом заключается главнейшее преимущество этого способа определения 
центра тяжести. | 

Для доказательства сказанного, я возвращаюсь к выражениям Х, У, й 
пункта, 18 и, введя еще три произвольных величины [, 9, й, составляю 
три нижеследующих тождественных равенства, которые легко проверить: 


‘ 


[РР Р”-+...)Гр= 
—=(РЕР-НЕР”-...) Ре — Р-Р’ (х Р-Р" (а —Р-...] — 
— РР’ (1—4)? — РР" (х— хх")? — РР” (4—4) — ..., 
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[У (РРР...) 98 = 
—=(РЕР ЕР...) [Р(у— 9 Р' (у — 9-Е Р" (9+... 
— РР’ (у— 9’)? — РР" (у— у”)? — Р’Р (у’— у") — ..., 


[7 — (РЕР’-ЕР-...) 4 ]2 = 
== (РРР...) [Р(е— ВР’ (2—1) Р" (а — В... — 
— РР’ (2—2’)? — РР" (2— 2”) — Р’Р” (2 — 2”) — .. 

Величины Р, Р’, Р”,... представляют собою веса, или пропорцио- 
нальные им масеы тел, а величины 2х, у, 2, х’, У’, 2’, ”,... являютея 
прямоугольными координатами этих тел. Но мы видели (пункт 19), что 
когда начало координат находится в центре тяжести, то три величины Х, 


У, 2 равны нулю. Следовательно, если в приведенных выше трех уравне- 
ниях положить Х =0, У-=0, 7—0, затем их сложить и ввести для крат- 


Кости 
РЕ =, 
9-Е — 9 — 1? = (0), 
(Ри — 9-е —1№—= а}, 
(9 — РЕН — 9-Е (а — № = (2), 


«бу — У — 2) — (0,1), 
(вби —У-@а — 2) = (0,2), 
(ау фу — = а,2), 


то после разделения на (Р--Р’--Р”--...)?, получится 


„2 _ РО -Р” 1-Е Р” (2 -.:. РР’ (0,1 Е РР” (0,2) | Р’Р (1,2)? |... 
—_ Р-НР-Р-... (Р-Р РИ"... 


Если приведенные три величины #, 9, й принять в качестве заданных 
прямоугольных координат избранной нами точки, то ясно, что 7 будет рас- 
стоянием этой точки от центра тяжести, который согласно допущению на- 
ходится в начале координат; (0), (1), (2),... будут расстояниями весов Р, 
Р’, Р"’,... от той же точки и (0,1), (0,2), (1,2),... будут расстояниями 
между телами или весами Р и Р’, РиР”, РиР”,... Таким образом 
приведенное только что уравнение примет следующий вид: 7? = В — А, 


откуда следует*) х=УВ—А. 


ЗУ. Свойства равновесия, относящиеся к макеимуму и минимуму. 


21. Рассмотрим теперь максимумы и минимумы, которые могут иметь 
место при равновесии; для этой цели мы снова возьмем общую формулу 


Рар-- 090 49-- Ва... =0 


“) По поводу этой теоремы можно еще посмотреть мемуар Лагранжа Зиг ппе 
попуеПе ргорг166 Чи сепёге 4е ста\!6, напечатанный в 5-м томе Оепутез 4е Гае- 
гапее, стр. 585, главу Ш „Статики“ Пуансо, четвертую лекцию Уоезипоец ет 
Рупа! Якоби и, наконец, различные мемуары, напечатанные в УГи УП томах 
ВиПей п 4е 1а 3061646 табьёшаНаце де Егапсе. Прим. Даубу. 
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равновесия между силами Р, 0, В,..., кБоторые направлены по линиям 
р, 9, г,..., приводящим к центрам этих сил (отд. П, п. 4). 

Можно допустить*), что эти силы выражены таким образом, что вели- 
чина Рар-Р 0 44-— В 4’--... является полным диференциалом`некоторой 
функции отр, 4, 7,...; обозначим последнюю через П, так что мы имеем 


ИТ = Рар-- 9 4аа--Ва-.... 


Тогда для случая равновесия мы имеем уравнение 4П =0, которое пока- 
зывает, что система должна занимать такое положение, чтобы функция П 
была, вообще говоря, максимумом или минимумом [11]. 

Я употребил выражение „вообще говоря“, так как известно, что ра- 
венство нулю диференциала не всегда указывает на наличие максимума 
или минимума, — вав это хорошо известно из теории вривых. 

Указанное выше допущение вообще имеет место, когда силы Р, 0, В 
действительно направлены либо в неподвижным внешним точкам, либо 
к телам самой системы и при этом пропорциональны каким-либо функциям 
расстояний; в природе наблюдается именно этот случай. 

Итак, при указанном допущении о характере сил система будет в рав- 
новесии, когда функция П будет максимумом или минимумом; в этом заклю- 
чается принцип, предложенный Мопертюи (Маирего1$) под названием за- 
хона покоя. 

В системе тяжелых тел, находящейся в равновесии, силы Р, (0, ЮВ,..., 
вызываемые тяжестью, как известно, пропорциональны массам тел и, сле- 
довательно, постоянны, а линии 1, 4, 7,... сходятся в центре земли. По- 
этому в данном случае мы имеем 


П— Ре 99-- + ...; 
Так как линии р, 9, !,.-. можно признать параллельными, то величина, 


О: НИ 
РОВ... 


выразит расстояние центра тяжести всей системы от центра земли; сле- 
довательно, это расстояние будет минимумом или максимумом, когда си- 
стема будет находиться в равновесии. Так, например, оно является мини- 
мумом в случае цепной линии и максимумом — в случае большого числа 
шариков, поддерживающих друг друга, когда они расположены в виде 
свода. Этот принцип известен уже с давних пор. 

22. Если теперь мы рассмотрим ту же систему в движении и если 
через и’, и”, +”,... обозначим скорости, & через т’, т”, т”,... воответ- 
ствующие массы различных тел, входящих в состав системы, то принцип, 
столь хорошо известный под названием принципа сохранения живых сил, 
прямое и общее доказательство которого будет нами представлено во вто- 
рой части настоящей работы, — даст нам следующее уравнение: 


И т... == 6018 — 21. 


Так как в состоянии равновесия величина, П бывает миниму.лом или 
7,7 ‚Го Го 

максимумом, то отсюда следует, что величина жи? тит” ..., 

представляющая собою живую силу всей системы, будет одновременно ма- 

ксимумом или минимумом. Отсюда получается следующий второй принцип 


*) Лагранж не хотел утверждать, что это всегда так бывает. Он лишь преду- 
преждает, что излагаемые ниже выводы относятся к тому случаю, когда это име- 
ет место. Прим. Бертрана. 
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статики: 3 вссх положений, последовательно занимаемых системой, ть 
положение, при котором она обладает наибольшей или наименьшей жи- 
60% силой, является одновременно тем положением, в которое ее следо- 
вало бы вначале поместить, чтобы она осталась в равновесии. (См. М6- 
шо1тез 4е ГАса@6вте 4ез Заепсез за 1748 и 1749 гг.”). 

23. Мы видели, что функция П бывает минимумом или максимумом, 
когда положение системы таково, что она находится в равновесии. Дока- 
жем теперь, что когда эта функция является минимумом, то в этом случае 
имеет место устойчивое равновесие в том смысле, что если сначала си- 
стема находилась в состоянии равновесия, а затем была немного из него. 
выведена, то она сама собою стремится вернуться в этому состоянию, со- 
вершая около него бесконечно малые колебания, — и что, наоборот, в том 
случае, когда та же функция является максимумом, имеет место неустой-- 
чивое равновесие, так что система, будучи однажды выведена из этого со- 
стояния, может совершать колебания, которые не будут уже очень ма- 
лыми и которые могут все более и более отклонить систему от ее перво- 
начального состояния [1?]. 

Для того чтобы доказать это положение в общем виде, я принимаю 
во внимание то обстоятельство, что каков бы ни был вид системы, ее по- 
ложение, т. е. положение различных тел, из которых она соетавлена, все- 
гда определяется с помощью известного’ числа переменных, и что величи- 
на П будет заданной функцией этих же переменных. Предположим, что при 
положении равновесия упомянутые переменные равны а, В, с,..., а при 
положении очень близком к положению равновесия они равны а--х, 6-- у, 
ст-2,..., где т, у, 2,... очень малые величины. Если эти последние зна- 
чения подставить в функцию П и разложить ее в ряд по степеням очень, 
малых величин 2, 9, 2,..., то функция П**) получит следующий вид: 


П=А-- Вя-- Су-- Ре-... + Е -- ху - Ну-- 
—- Кхе -- Туг-Н Мг-..., 


где величины 4, В, С,... заданы в виде функций а, 6, с,... Нов 00- 
стоянии равновесия ЯП должно равняться нулю, каким бы образом мы ни 
варьировали положение системы; следовательно, диференциал П должен 
вообще равняться нулю, когда х, у, 2,... равны нулю. Таким образом 


В=0 С=0, р=0,.... 


Итак, для любого состояния, очень близкого к состоянию равновесия, 
получается следующее выражение для П: 


П=А-- Е - аху | Ну? Кле -Р Ту | Мг?-...; 


поскольку переменные 4, 1, 2,... очень малы, в приведенном выражении 
достаточно принимать во внимание лишь вторые степени этих перемекв- 
НЫХ. ‘ 


* Этот принцип был высказан, без достаточного, однако, обоснования, мало- 
известным геометром де-Куртивроном (4е СоитНугоп). В первом издании „Анали- 
тической механики“ Лагранж упомянул его имя; во втором же издании он его не 
назвал, ограничившись указанием даты мемуара. Прим. Бертрана. 


**) Лежен-Дирихле ([ле}елпе-ОчеШе$) упростил это доказательство и придал 


ему ббльшую строгость (См. Лопгпа1 ае СгеПе, т. 32 и Лопгпа1 де ГлопуШе, 1 96т., 
т. ХИ, етр. 414.) Прим. Бертрана. 
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24. Теперь ясно, что для того чтобы величина П была минимумом 
в то время, когда т, у, 2,... равны нулю, необходимо, чтобы функция 


р? -- ау -- Ну? Кже-- Туг | Мг?--..., 


которую я назову Х, была неизменно положительной, независимо от того,. 
каковы значения переменных 4, у, &,.... 
Но эта функция может быть приведена к следующему виду: 


хе и--. 


если положить 


=, 
а... 
и 
9 —= Н 4 ) 
СК\ г 
п=у- (1— т) эс + , 
К? Т2 
—=М— 
4} 49 
—=е--..., 

Следовательно, для того чтобы упомянутая функция была положитель-- 
ной, необходимо, чтобы коэфициенты Г, 9, й,... были положительны; в то 
же время ясно, что если эти коэфициенты положительны, то Х необходимо 
будет положительно, так как величины & т, С,... вещественны, если та- 


ковы же и переменные т, у, 2,... 

Если же, наоборот, величина, П должна быть максимумом в то время, 
как х, У, 2,... равны нулю, функция Х должна быть постоянно отрица- 
тельной и, следовательно, коэфициенты |, 9, й,... должны иметь отрица- 
тельные значения. И, наоборот, если эти коэфициенты отрицательны, то от- 
сюда следует, что значение Х необходимо будет отрицательным. 

25. Итак, если принимать во внимание лишь вторые степени очень 
малых величин т, у, 2, мы будем иметь 


П= а А ие ---... 
и уравнение сохранения живых сил (п. 22) примет следующий вид: 
Ми Ми МП... = в0086 —2А — 2} — 2012 — 212—_.... 
Но в востоянии равновесия мы согласно допущению имеем 
д=—0, у=—=0, 2=0,..., 
а следовательно, также (п. 19) 
6=0, ч==0, 6==0.. 


Поэтому, если мы предположим, что выводим систему из этого состояния, 


сообщив телам №”, М”, М",,... очень малые скорости 7, у’, г",..., 
то необходимо должно быть и’ =’, и’ = 7”, и" =И",..., когда Ё==0, 
Ч==0,&=0,.... Тавим образом мы получим 

М-Н МУ? МТУ" -... = вор — 24; 


это уравнение послужит для определения произвольной постоянной. 


58 СТАТИКА 


Итак, приведенное выше уравнение примет следующий вил: 
М’ -- МГ? -- М” и”? —- «+ = 
—= МУ М-Н МУ"... — 22 — 2912 — 22 — .. 


на основании которого легко сделать следующие два заключения: 
1) В том случае, когда П минимум, и, следовательно, когда коэфици- 
енты [, 9, й,... все положительны, величина 


2-Е 2012 - 212 --..., 


иуеющая всегда положительное значение, необходимо должна быть меньше, 
или во всяком случае не может быть больше заданной величины МУ”? -- 
—- МУ" М"У”--..., которая сама по себе очень мала; следова- 
тельно, если эту величину назвать Т, то для каждой из переменных &, т, 
<,... будут существовать следующие пределы: 


=УТ, УТ, «ут 

— 21 — 20’ — 2}, ? . о; 
между которыми они необходимо будут заключаться. Отсюда следует, что 
в данном случае система будет в состоянии лишь очень мало отклоняться 
от своего положения равновесия и сможет выполнять лишь очень малые 
колебания с ограниченным размахом. 


2) В том случае, когда П максимум, и, следовательно, когда коэфициенты 
Г, 9, №,... все отрицательны, величина 


— 212 — 2012 — 22 —..., 


‘имеющая всегда положительное значение, может возрастать до бесконеч- 
ности и, следовательно, система может все больше отклоняться от своего 
положения равновесия. По крайней мере приведенное уравнение позволяет 
убедиться в том, что в данном случае ничто не препятствует постоянному 
увеличению переменных $, ", (,...; однако отсюда еще не следует, что 
они действительно должны увеличиваться; это последнее положение мы 
докажем в шестом отделе Динамики [13]. 

Если бы все коэфициенты Г, 9, й,... оказались равными нулю, то как 
это нам известно из теории максимумов и минимумов, для существования 
максимума или минимума требуется, чтобы члены третьего измерения были 
равны нулю, а члены четвертого измерения были все время положитель- 
ными или отрицательными [14]. Пользуясь этим приемом и можно судить 
об устойчивости равновесия, получающегося благодаря обращению в нуль 
членов первого порядка, если одновременно с ними исчезают и члены вто- 
рого порядка. 

26. Впрочем, изложенные выше свойства максимумов и минимумов, 
проявляющиеся при равновесии системы любых сил, являются только не- 
посредственным следствием доказательства, данного нами в конце первого 
отдела для принципа виртуальных скоростей. 

В самой деле, пусть р — расстояние между двумя первыми полиспастами, 
из которых один неподвижен, а другой может перемещаться; они соеди- 
няютея друг с другом с помощью Р витков веревки, создающих силу, 
пропорциональную Р, которую можно выразить просто через Р, если груз, 
действующий на веревку, принять за единицу; пусть, далее, 4 — расстояние 
между двумя полиспастами, создающими силу @, х— расстояние между 
полиспастами, создающими силу В,.... Яено, что Рр будет длиной участка 
веревки, охватывающего оба первых полиспаста; аналогично (949, Ау, ... 
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представят собою соответствующие длины частей веревки, охватывающих 
другие полиспасты, так что общая длина веревки, охватывающей все не- 
подвижные и подвижные полиспасты, составит Рр-- 99-- Виу-Р.... 

Ё этой длине прибавим еще и длину различных частей веревки, кото- 
рые находятся между неподвижными поворотными блоками, необходимыми 
для изменения направления веревки; эту длину мы обозначим через а. 
Прибавим сюда еще ту часть веревки, которая находится между последним 
поворотным блоком и грузом, подвешенным на конце веревки; ее мы 0бо- 
‘значим через 4; наконец, пусть {— общая длина веревки, один конец ко- 
торой закреплен в некоторой неподвижной точке пространства, а другой 
несет на себе груз. Очевидно, что мы имеем равенство 


1— Рр-- да-- +... На-и, 


откуда следует 
=[— а — Рр— 09 — В’—.... 


Но есле предположить, что силы Р, ©, А,... являются постоянными, 
т. е. независимыми от р, 09, 7,...,—а это всегда допустимо при равнове- 
сии, где мы рассматриваем лишь бесконечно малые смещения, — то легко 


видеть *), что величина Рр-- 04-- В’--... будет той самой, которую мы 
выше в пункте 21 обозначили через П; таким образом мы будем иметь вообще 
—- [ — [9 —- П, 


где Ги а— постоянные величины. 

27. Теперь яено, что так как груз стремится спуститься как можно 
ниже, равновесие может наступить вообще только тогда, когда значение чи, 
выражающее снижение груза, отечитываемое от неподвижного блока, будет 
максимумом, и, следовательно, когда значение П булет минимумом; в то же 
время ясно, что в данном случае равновесие будет устойчивым, так как 
любое незначительное изменение системы может вызвать лишь поднятие 
груза, который, однако, будет стремиться снова снизиться и вернуть систе- 
му в состояние равновесия. 

Но мы видели, что для равновесия достаточно наличия условия @П = 0 
и, следовательно, ди==0. Это условие имеется налицо и в том случае, 
когда значение % представляет собою минимум, т. е. когда груз вместо 
того, чтобы занимать самое низкое положение, занимает, наоборот, самое 
высокое. Легко видеть, что в данном случае небольшое изменение в по- 
ложении системы сможет вызвать лишь снижение груза, который после 
этого не будет стремиться вновь подняться, а будет стремиться еще более 
снизиться и тем самым все более и более удалять систему от ее перво- 
начального положения равновесия. Отсюда следует, что это равновесие 
совершенно не будет обладать устойчивостью: однажды нарушенное, оно 
не будет стремиться к своему восстановлению. 


*) Подобная замена переменных сил постоянными может, наоборот, совер- 
шенно изменить природу функции П. Так, например, если рассмотреть притяжение, 


обратно пропорциональное "расстоянию и равное >) то мы будем иметь 


[рав = | ар = 105 В; 


если же Р заменить постоянной величиной, то после интегрирования мы будем 
иметь Рр, что сильно отличается от полученного выше фезультата. Можно лишь 
-Утверждать, что при тех значениях переменных, которые соответствуют состоянию 
равновесия, обе функции, хотя И сильно между собою различающиеся, имеют оди- 
наковые вариации. Прим. Бертрана. 


ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


БОЛЕЕ ПРОСТОЙ И БОЛЕЕ ОБЩИЙ МЕТОД ПРИМЕНЕНИЯ 
ФОРМУЛЫ РАВНОВЕСИЯ, ДАННОЙ В ОТДЕЛЕ ВТОРОМ. 


1. Писавшие до сих пор о принципе виртуальных скоростей были больше` 
заняты подтверждением правильности этого принципа путем сопоставления: 
результатов, полученных при его помощи, с результатами, полученными 
с помощью обычных положений статики, — чем выявляли ту пользу, какую 
можно из него извлечь для непосредственного разрешения задач этой науки. 
Мы предложили себе осуществить эту последнюю цель со всей той общностью, 
какая ей доступна, и вывести из упомянутого принципа аналитические: 
формулы, которые содержат в себе разрешение всех проблем о равновесии 
тел, — почти так же, как формулы для подкасательных, для радиусов кри- 
визны и т. д. содержат в себе определение этих линий для всех кривых. 

Метод, изложенный во втором отделе, может быть применен во всех 
случаях и, как мы видели, требует лишь выполнения чисто аналитических 
операций; но так как непосредственное исключение переменных или их 
диференциалов с помощью условных уравнений может привести к очень 
сложным вычислениям, мы представим тот же метод в более простом виде, 
сведя с помошью некоторого приема все случаи к случаю совершенно сво- 
бодной системы. 


$ Т. Метод множителей. 


2. Пусть 
Г=0 М=0, М№М=0,... 


различные условные уравнения, вытекающие из природы системы, причем 
величины Г, М, №,... представляют собою конечные функции переменных 
д, Ч, 2, Х', У’, 2',...; диференцируя эти выражения, мы получим 


а, =0, АМ =0, АМ=0,...; 


последние дают ту связь, которая должна существовать между диферен- 
циалами тех же переменных. Вообще с помощью уравнений 


а, —=0, АМ ==0, аМ=о0.... 


мы будем выражать условные уравнения между этими диференциалами — 
независимо от того, будут ли эти уравнения сами по себе полными дифе- 
ренциалами или же нет — при условии, что диференциалы будут только ли- 
нейными. 

Но так как эти уравнения должны служить лишь для исключения 
в общей формуле равновесия равного количества диференциалов, после- 
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‘чего каждый из коэфициентов оставшихся диференциалов должен быть 
приравнен нулю, то нетрудно, пользуясь теорией исключения линейных 
уравнений, доказать, что тот же результат может быть получен, если 
к упомянутой формуле просто прибавить различные условные уравнения 


аг=0, ЯаМ =0, аМ=0,..., 


умножив каждое из них на неопределенный коэфициент; если затем при- 
равнять нулю сумму всех членов, которые умножаются на один и тот же 
диференциал, то это дает нам столько частных уравнений, сколько имеется 
диференциалов; из этих последних уравнений можно будет под конец исклю- 
чить неопределенкые коэфициенты, на которые были умножены условные 
уравнения. 

3. Отеюда, таким образом, вытекает следующее крайне простое правило 
определения условий равновесия любой заданной системы. 

Берут сумму моментов веех сил, которые должны находиться в равно- 
весии (отд. П, п. 5) и прибавляют к ним различные диференциалы функций, 
которые согласно условиям задачи должны’ равняться ‘нулю, умножив пред- 
варительно каждый из этих диференциалов на неопределенный коэфициент. 
Полученную сумму приравнивают нулю и таким образом получают дифе- 
ренциальное уравнение, которое рассматривают как обычное уравнение для 
максимумов и минимумов и из которого: затем получают столько частных 
конечных уравнений, сколько имеется переменных величин. Если затем 
эти уравнения путем исключения освободить от неопределенных коэфициен- 
тов, то они дадут все условия, необходимые для равновесия. 

Таким образом рассматриваемое диференциальное уравнение будет 
‘иметь следующий вид: 


Рар-- 9 4а-- В+... +лаг-ьам--»ам-.. 


Где ^, ць, у,... представляют собою неопределенные величины; в дальнейшем 
мы будем его называть общим Уравнением равновесия. 

Это уравнение даст для каждой координаты, например, для коорди- 
наты л, любого из тел системы уривпонио следующего вида: 


9М 9№ 


Рок... АИ, М... 0 


таким образом число этих уравнений будет равно числу всех координат 
тел. Эти уравнения мы будем называть частными уравнениями равновесия. 

4. Вся трудность заключается теперь в том, чтобы из последних ура- 
внений исключить неопределенные величины ^, и, у,.... Правда, этой цели 
всегда можно добиться с помощью известных приемов, но представляется 
целесообразным в каждом отдельном случае избрать те приемы, которые 
могут привести к наиболее простым: результатам. Окончательные уравнения 
будут содержать в себе все условия, необходимые для предложенной задачи 
равновесия, а так как число этих уравнений будет равно числу всех коор- 
динат тел системы за вычетом из него числа неопределенных величин 
Л, и, у,..., которые подлежали исключению, и так как сверх того число 
этих неопределенных величин как раз равно числу конечных условных 
уравнений Г, —=0, М =0, № =0,..., то отеюда следует, что вышеупомя- 
нутые уравнения совместно с этими последними всегда дадут такое коли- 
чество уравнений, которое будет равно числу координат всех тел системы; 
следовательно, их будет достаточно для определения этих координат и для 
выяснения положения, какое должно занять каждое тело, чтобы находиться 
в равновесии. 


#/ 
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5. Отмечу теперь, что члены ^ 47, .аМ,... общего уравнения равновесия 
тоже можно рассматривать как величины, выражающие моменты различных 
сил, приложенных к той же системе. 

В самом деле, принимая во Внимание, что 4.Г, является дхиференциаль- 
ной функцией` переменных х’, у’, т”, у"”,.... служащих координатами 
различных тел системы, можно читать, "что она составлена из различных 
частей, которые я обозначу через 4Г/, 4Г”,..., так что 


а =—ат-- а... 


где а4Г’ содержит в себе члены, в которые входят 45’, 4у’, 42’; АГ/ со- 
держит в себе члены, в которые входят 45”, ду”, аг", и т. д. 
Таким образом член Х 4Г, общего уравнения составлен из членов ^ @.Г/, 


^ат/,.... Но если член Х ЯГ,’ представить в следующем виде: 
(р (Г (у аТ/ 
лу ( (=) И) НС) Ху (ЕЕ 
(=>. ) +( от +( дг’ 


и принять во внимание сказанное в пункте 8 отд. П, то станет ясно, что. 
эта величина может выражать момент силы 


=) 91. 9[/ \2 

КИ (+ (У. 
приложенной к телу, координаты которого раввы #2’, 9’, 2’, и направлен- 
ной перпендикулярно к поверхности, уравнение которой ЯГ/=0, если 


только в последнем 2’, У’, 2’ рассматривать ка переменные величины. 
Точно также член ^ @Г.” может выразить момент силы 


-) Г. 9Г/' \? 
ИЕР, 
приложенной к телу, имеющему своими координатами 2”, У”, 2”, и направ- 
ленной перпендикулярно к поверхности, уравнение которой 41” =0, если 
только в последнем выражении 5”, У”, 2” рассматривать как переменные 
величины, и так далее. 
Следовательно, вообще член ХЯГ будет эквивалентен действию раз- 
личных сил, выраженных с помошью 


) / 
у (2 (= "+ (5) 4 (5), ку (27 5) + (5) + (5=).... 
я 0’ дз |3 (57 02 
и приложенных соответственно к телам, имеющим координаты хх’, У’, г’, 
х”, у", 2",..., причем эти силы направлены перпендикулярно к различным 
поверхностям, выраженным с помощью уравнения @Г, = 0, если в последнем 
принять в качестве переменных сначала 5”, У’, 2’, затем 5’, У’, 2" ит. д. 
6. Вообще член ^Х 4.Г, можно рассматривать как момент некоторой силы*) ^, 
стремящейся вызвать изменение значения функции Г, а так как @Г, = 
—=49[/- аГ--..., то член Х@Г выражает моменты нескольких сил, 
равных ^ и стремящихся вызвать изменение функции Г, если ‚принять во 


И й 


внимание отдельно изменчивость различных ам д’, у’, 2’, 7, у, 


„Г 


2",.... То же самое относится и к’ членам и аМ, уАаМ,,. ‚ (отд. И, п, 9) 


/ 


*) См. по этому поводу примечание к пункту 9 отд. Ц (стр. 34). Прим. Бертрана. 
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Так как в общем уравневии равновесия (п. 3) предполагается, что. 
силы Р, 0, В,... направлены в центрам, в которых заканчиваются линии. 
ф, 4, 7,... и таким образом стремятся укоротить эти линии, то следует 
считать, что и силы ^, ,... стремятея уменьшить значения функций 
Г, М,.... 

7. Отеюда следует, что каждое условное уравнение эквивалентно одной. 
или нескольким силам, приложенным к системе по заданным направлениям, 
. или вообще стремящимся вызвать изменение значений заданных функций *);. 
таким образом состояние равновесия системы остается одним и тем же, 
будем ли мы принимать в расчет эти силы, или же мы будем расематри- 
вать условные уравнения. 

И, обратно, эти силы могут занять место условных уравнений, выте- 
кающих из природы заданной системы; таким образом, применяя эти силы, 
можно рассматривать тела как совершенно свободные и не подчиненные 
каким бы то ни было связям. Отеюда ясен метафизический смысл того, 
почему введение в общее уравнение равновесия членов лаГ--вам-... 
приводит к возможности в последуютщем трактовать это уравнение так, как 
будто бы все тела системы были совершенно свободны; в этом и заключается 
илея метода, излагаемого в настоящем отделе. 

Собственно говоря, рассматриваемые силы учитывают те сопротивления.. 
которые могут испытывать тела веледствие взаимной их связи или же 
вследствие наличия препятетвий, которые в силу природы системы могут 
противодействовать их движению; больше того, эти силы представляют 
собою не что иное, как самые силы этих сопротивлений, которые должны 
быть равны и направлены прямо противоположно силам давления, разви- 
ваемым телами. Вак видим, наш метод дает средство для определения этих 
сил и сопротивлений; в этом заключается одно из немаловажных преиму- 
шеств данного метода. 

8. В тех`елучаях, когда силы Р, 0, ВН,... не находятея в равновесии 
и их хотят заменить эквивалентными силами, направления которых даны, 
следует в сумме моментов сил Р, ©, А,... прибавить моменты, вытекающие 
из условных уравнений Г, —=0, М =0,..., и тогда получитея сумма мо- 
ментов сил, эквивалентных силам Р, (), В,... и действию, оказываемому 
телами друг на друга в силу тех же условных уравнений. 

Если применить таким образом все условные уравнения, получающиеся 
из приролы рассматриваемой системы, то можно координаты каждого тела 
системы рассматривать как величины независимые; для каждой из этих 
координат, например, для координаты 5х, получается величина следующего вида: 


др 94 ду 9Т, М № 
Ро ее... РА Ев Ну >=...» 


которая выражает результирующую силу по направлению линии 2; в случае 
равновесия эта величина, как, мы видели в пункте 3**), должна равняться нулю. 


*) Это важное положение обладает такой же общностью, как и принции 
виртуальных скоростей, а для применения оно зачастую бывает даже более удобным. 
Лагранж вывел его путем анализа своей формулы равновесия, однако позднее 
Пуансо дал прямое доказательство этого положения, основанное на элементар- 
ных принципах статики (См. Лопгпа] 4е РЕсо]е Ро1уфесви1аие, ХШ СаШет, т. У|. 

Прим. Бертрана. 


**) Эта сумма, исчисленная по отношению к тем точкам, в которых должна 
быть приложена одна из результирующих, должна дать составляющие этой ре- 
зультирующей. Для других точек ее следует приравнять нулю. Надо отметить, 
что эта задача может оказаться невозможной или неопределенной. Прим. Бертрана, _ 
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$ П. Применение того же метода к формуле равновееия сплошных 
тел, вее точки которых находятся под дейетвием каких-либо сил. 


9. До сих пор мы расематривали тела как точки и видели, как опре- 
деляются законы равновесия этих точек, в каком бы числе последние ни 
были взяты и какие бы силы на них ни действовали. Но так как тело 
любого объема и любой формы представляет собою не что иное, как сово- 
купность бесчисленного множества материальных частей или точек, то ясно, 
что путем применения изложенных выше принципов можно определить и 
законы равновесия тел любой формы. 

В самом деле, обычный прием разрешения механических задач, касаю- 
щихся тел с конечной массой, заключается в том, что сначала раесматри- 
вают лишь некоторое определенное количество точек, расположенных друг 
от друга на конечных расстояниях, и определяют законы их равновесия 
или их движения; затем это исследование распространяют на неопределенное 
количество точек; наконец, делают допущение, что число точек становится 
бесконечно большим и что одновременно расстояния между точками стано- 
вятся бесконечно малыми, и в формулах, найденных для конечного числа 
точек, производят преобразования и изменения, которых требует переходх 
от конечного к бесконечному. 

Этот прием, как видим, аналогичен тем геометрическим и аналитиче- 
ским методам, которые предшебтвовали исчислению бесконечно малых; и 
если это последнее исчисление имеет преимущество, заключающееся в том, 
что оно в поразительной степени облегчает и упрощает разрешение задач, 
касающихся кривых, то оно обязано своим преимуществом только тому 
обстоятельству, что рассматривает линии в том виде, как они существуют, 
не испытывая необходимости в том, чтобы сначала рассматривать их как 
многоугольники, а затем уже как кривые линии. Примерно такое же пре- 
имущество создается у нае, если мы будем трактовать интересующие нас 
проблемы механики, пользуясь прямыми путями, и если мы будем непо- 
средственно рассматривать тела, конечной массы, как соединения бесконечно 
большого числа точек или частиц, из которых каждая находится под дей- 
ствием заданных сил. Нет ничего легче, чем видоизменить и упростить для 
подобного исследования тот общий метод, который был нами изло- 
жен выше. 

10. Необходимо, однако, отметить, что при применении этого метода 
к телам конечной массы, все точки которых находятея под действием 
каких-либо сил, естественным образом получается два вида диференциалов, 
воторые следует различать. Одни диференциалы относятся к различным 
точкам, из которых образуется тело; другие совершенно не зависят от 
взаимного положения этих точек, они выражают только те бесконечно 
малые отрезки пространства, которые каждая точка может пройти, если 
допустить, что положение тела бесконечно мало изменяется. Ло сих пор 
мы рассматривали только диференциалы последнего вида и мы их обозначали 
обычным символом 4, но так как теперь нам придется иметь дело одно- 
временно с двумя видами диференциалов, и, следовательно, необходимо 
будет ввести еще один новый символ, то представляется целесообразным 
старый символ применять для обозначения диференциалов первого вида, 
которые аналогичны диференциалам, рассматриваемым обычно в геометрии, 
а диференциалы второго вида, которые присущи иеследуемому нами мате- 
риалу, обозначать с помощью символа 8, применяемого в вариационном 
исчислении, с которым нынешнее наше исчисление находится в тесной и 
‚необходимой связи. 
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® В силу изложенного воображения мы назовем вариациями те диферен- 
циалы, которые будут снабжены символом 6, и сохраним название дифе- 
фенциалов для тех величин, которые будут обозначаться с помощью символа 4. 
Впрочем, те же самые формулы, какие дают обыкновенные диференциалы, 
дадут и вариации, если только вместо символа 4 поставить символ 6. 

11. Отмечу еще, что данную массу мы не будем рассматривать как 
собрание бесконечно большого числа точек, расположенных рядом; следуя 
духу исчисления бесконечно малых, представляется более целесообразным 
рассматривать ее как составленную из бесконечно малых элементов, обла- 
дающих теми же измерениями, как и вся масса; таким образом для того, 
чтобы получить силы, действующие на каждый из этих элемевтов, следует 
помножить на эти элементы силы Р, (©, А,..., которые соглаено предполо- 
жению приложены к каждой точке этих элементов и которые мы будем 
рассматривать как силы ускоряющие, аналогичные силам, получающимся 
вследствие действия тяжести. 

Итак, если мы назовем всю массу тела т, а массу одного из его эле- 
ментов 4т, то мы получим выражения Рат, дат, Ват,... для сил, дей- 
ствующих на элемент 4 по направлению линий 1, 4. 7,.... Умножив 
эти силы на соответствующие вариации др, 84, 67,..., мы получим их 
моменты, сумма которых для каждого элемента 4т выразится с помощью 


формулы . 
(Рврт 96а Вд"--...) ат; 


для того чтобы получить сумму моментов всех сил системы, придется 
только эту формулу проинтегрировать по всей заданной массе. 
Эти полные интегралы, т. е. интегралы, относящиеся к объему всей 


массы, мы будем обозначать с помощью символа Ю, сохраняя обычный символ 
| для обозначения частных или неопределенных интегралов. 
12. Итак, для суммы моментов всех сил системы мы имеем интеграль- 


ную формулу 
М (Рёр-- 084— Ви...) ат; 


и эта величина должна быть вообще равна нулю при состоянии равновесия 
системы. 

Так как в зависимости от природы системы между различными вариа- 
циями др, 84, 8",..., относящимися к отдельным точкам массы, обязательно 
существуют определенные заданные отношения, то вариации следует свести 
к известному числу независимых и неопределенных вариаций; & если затем 
члены, умножающиеся на эти последние вариации, приравнять нулю, то 
мы получим частные уравнения равновесия. Но так как этот процессе исклю- 
‘чения может оказаться неисчерпываемым, то представляется целесообразным 
его избежать, пользуясь методом множителей, изложенным нами в преды- 
дущем параграфе. 

13. Для применения этого метода к рассмахриваемому нами случаю, 
допустим, что 

Г=0, М==0,... 


представляют с0бою условные уравнения, которые в соответетвии с при- 
родою задачи должны иметь место по отношению в каждой точке 
массы. Эти уравнения мы назовем неопределенными условными уравнениями. 

Величины Г, ЛМ,... будут здесь представлять собою конечные функции 
координат 4, 9, 2, соответствующих каждой точке заданной массы, а также 
их диференциалов любого порядка. 


о Зак. 994. — Аналитическая механика. 
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Если эти уравнения продиференцировать согласно определению символа 5, 
мы получим следующие уравнения 


5Г,=0, М =0,.... 


Умножив величины 6Г, 01[,... на неопределенные величины \, в,..., 
возьмем полный интеграл, который, следовательно, будет представлен формулой 


(Г-Н ЗМ-...), 


прибавив этот интеграл к интегралу, выведенному в предыдущем пункте, 
мы получим общее уравнение равновесия. 


Отметим, что нет необходимости в том, чтобы 5Г, 6М,... были полными 
вариациями функций т, 9, 2, 4х, 4у,...; достаточно, чтобы 6Г,=0, 
М =0,... были неопределенными условными уравнениями между вариа- 


циями 2, у, г, ат, Ау,... (пункт 2). 

Следует, однако, иметь в виду, что помимо сил, действующих вообще 
на все точки массы, могут существовать и такие силы, которые действуют 
лишь на некоторые определенные точки этой массы; обычно такими точками 
являются точки, находящиеся на границах рассматриваемой массы, т. е. 
точки, соотвезствующие началу и концу интеграла, обозначенного нами 
символом 

Точно так же для этих точек могут существовать особые условные 
уравнения, которые мы назовем определенными условными уравнениями. 
Для того чтобы отличить их от тех уравнений, которые имеют силу вообще 
для всего объема массы, мы их выразим с помощью 


А=о0, В=0, С=0.... 
или еще лучше, через 
6А=0, 5В=0, 80==0,... *). 


Далее, мы будем отмечать с помошью одного, двух, трех и т. д. 
штрихов все величины, относящиеся к определенным точкам массы и 
в частности с помощью одного пириха мы будем отмечать те величины, 
которые относятся к началу интеграла, обозначенного через \, с помощью 
двух штрихов — величины, относящиеся к концу этого интеграла, с по- 
мощью трех или большего числа штрихов — величины, относящиеся к любым 
промежуточным точкам. 

Таким образом к интегралу 


$ (Рёр-- 96а Еёб"-—...) ат 
следует прибавить величину 


Р'’бр’-- 9084’ -Р В’... Р"6р” -- 9 "а" В" ..., 
а к интегралу 
“ОБЬЕМ -Ь...) 


а АВВ... 


величину 


*) Анализ Лагранжа представляется явно неполным; повидимому, знаменитый 
автор имел в виду только такие тела, элементы которых могут быть растоложены 
в линейном порядке. Так, например, в случае системы трех измерений могут быть 
даны условия, относящиеся к каждому элементу поверхности, ограничивающей 
систему, или же любой иной покерхности, расположенной внутри системы: могут 
также существовать другие условия, относящиеся ко всем точкам некоторых линий, 
а не только к определенным изолированным точкам, взятым на поверхности или 
внутри тела. Прим. Даубу. 
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В результате этого общее уравнение равновесия получит следующий 
ВИД: 


9(Рр--04-—- Вм--.. дат ОзГ-Нь8М-...)-ЕР’Зр’- 
о-в... Р"”бр’-- 90" В"... ава 
ВВС... =0. 


14. Так как функции Г, М,... могут содержать не только конечные 
переменные х, 9, г, но еще и их диференциалы, то вариации 0Г, 6М,... 
дадут члены, умноженные на дх, 89, 482, бах, 5 4у,..., & указанное только 
что уравнение, если в нем подставить значения бр, 84, 87,..., ВТ, ВМ,..., 
выраженные через дл, 8у, 42, бах, Вау, 642,..., а также значения 
бр’, 60”,..., 84', 84',..., 6А, 8Б,..., выраженные через 85’, 0х",..., ду’, 
6у”,..., 6 4х’,..., выведенные из особых условий каждой задачи, — всегда 
будут иметь вид, аналогичный тем уравнениям, которые вариационное 
исчисление дает для определения максимумов и минимумов неопределенных 
интегралов. Следовательно, по отношению к ним останется только при- 
менить известные правила этого исчисления. 

Итак, следует иметь в виду, что символы 4 и 6 обозначают два раз- 
личных, совершевно независимых друг от друга, вида диференциалов, 
поэтому в том случае, когда эти символы встречаются вместе, должно быть 
совершенно безразлично, в каком порядке они стоят: ведь если мы до- 
пустим, что какая-либо величина варьируется двумя различными способами, 
то мы всегда получим один и тот же результат, в каком бы порядке эти 
вариации ни происходили. Таким образом 6 45 представляет собою то же 
самое, что 48%, и аналогично 642 — то же, что 424х, и так далее. Следо- 
вательно, мы всегда по желанию можем изменить порядок этих символов, 
не изменяя значения диференциалов; для нашей задачи представляется 
уместным ставить символ 4 перед 6 с тем, чтобы данное уравнение 
содержало только вариации координат и диференциалы этих же вариаций. 

То же самое следует сказать и об отношении знаков интегрирования 


Г или © к символу варьирования 6. Символы 6 Г или 0% можно, следова- 


тельно, всегда заменить символами | 6 или %5. 


В этом завлючаетея первый основной принцип вариационного 
исчисления. 

15. Диференциалы 48, 489, 482, 4?8х,..., находящиеся под знаком У, 
могут быть исключены © помошью операции, известной под названием 
интегрирования по частям, так как вообще 


[24=9— | 9х а®, Ге = 05% — 4982 -|- [3х 420, 


и так далее; при этом следует иметь в виду, что величины, стоящие вне 
знака | ‚ относятся, конечно, в верхним пределам интеграла; для того 


чтобы эти интегралы еделать полными, следует обязательно вычесть те 
значения этих же величин, стоящих вне знака интегрирования, которые 
соответствуют нижним пределам интегрирования, что очевидно следует из 
теории интегрирования. 

Итак, если мы будем отмечать одним штрихом величины, относящиеся 
к началу полных интегралов, обозначенных через №, и двумя штрихами — 


5% 
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величины, относящиеся к началу этих интегралов, мы получим следующие 
формулы преобразования: 


$046: =09"5х” — 95’ — Я а, 
$ 04261 = 9"4 55" — 49” 8" — 9’46х’ -- 49' 8х -- 885 429, 


® ® ® ® ® ® ® ® ® ® Ф ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® @ 5 


которые послужат для того, чтобы освободиться от всех диференциалов 
вариаций, которые могут находиться под знаком &. Это преобразование 


составляет второй основной принции вариационного исчисления. 
16. Итак, указанным путем общее уравнение равновесия будет при- 
ведено в следующему виду: 


(Ел Руб, 8 Л = 0, 


где =, %, Ф являются функциями от х, у, 2 и их диференциалов, а Л 
содержит в себе члены, в состав которых входят вариации 6х’, 6’, 02’; 
9%”, 6у',... и их диференциалы. 

Для Того чтобы это уравнение оставалось в силе независимо от ва- 
риаций различных координат, необходимо: 1) чтобы величины Я, Х, № 
были равны нулю по всему объему; на который распространяется ин- 


теграл Ъ, т. е. в любой точке рассматриваемой массы и 2) чтобы каждый 


член величины Л тоже был равен нулю. 
Неопределенные уравнения 


в =0, У==0, ф = 0, 


вообще говоря, дадут условия, которые должны существовать между пере- 
менными 2, 9, 2, но для этой цели следует исключить неопределенные 
переменные ^, ,..., которых будет столько же, сколько будет неопреде- 


ленных условных уравнений (п. 13) 
Г=0, М=0,.... 


Отмечу, однако, что число этих уравнений не должно быть больше 
трех; так как они являются неопределенными уразнениями между тремя 
переменными т, у, 2 и их лиференциалами, то ясно, что если бы их было 
больше трех, то у нае было бы больше уравнений, чем переменных величин; 
в таком случае четвертое уразнение было бы необходимым следствием 
первых трех уравнений. Совершенно то же можно сказать и о других 
избыточных уравнениях. Итак, нам никогда не придется исключать больше, 
чем три неопределенных величины ^, в, у, так что мы всегда будем иметь 
возможность найти значения этих неопределенных величин в функциях 
х, У, г. Однако уравнения, которые будут исчезать благодаря этим исклю- 
чениям, будут замещаться самими условными уравнениями, и таким об- 
разом мы всегда получим возможность определить те значения д, У, 2, 
какие должны иметь место, когда вся система находится в равновесии. 


Правда, условные уравнения Г =0, М =0,... могут содержать еще 
и другие переменные ч, 5,... и их диференциалы, которые должны быть 
исключены с помощью других уравнений, например, 
(=0, Г=0,...; 


с этими новыми условными уравнениями можно будет посгупить совершенно 
так же, как с уравнениями, вытекающими из природы задачи. А именно, 
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нам следует лишь, взяв неопределенные коэфициенты с, о,..., к членам 
АР-ьбМ-..., 
находящимся под знаком интегрирования в общем уравнении пункта, 13, 


прибавить члены 
80 -Рьбу--..., 


и после того, как "Мы уничтожим вее диференциалы вариаций 0х, 61, 02, 
би, 5%,..., окончательное уравнение пункта 13 будет содержать в себе 
под знаком интеграла члены, в состав которых будут входить вариации 
би, 0%,... И которые, следовательно, должны будут порознь равняться нулю. 
Таким образом мы получим столько новых уравнений, сколько у нас будет 
неопределенных величин о, о,..., подлежащих исключению с их помошью. 
После этого мы исключим новые переменные +, %,... с помощью заданных 
уравнений ПО ==0, Г=0,.... Этот метод будет веегда полезен, когда 
в функциях Г, М,... будут находиться интегральные величины; в самом 
деле, если вместо последних ввести новые неопределенные величины, 
можно этим путем добиться исчезновения всех знаков интегрирования и 
тем сильно облегчить расчет. 

17. Что касается других уравнений, получающихеся из различных 
членов величины Л, находящейся вне знака суммы, то они будут пред- 
ставлять собою частные уравнения, которые должны иметь силу по отно- 
шению к определенным точкам массы и которые будут служить главвым 
образом для определения произвольных постоянных, могущих содержаться 
в выражениях х, 9, 2, выведенных из предыдущих уравнений. Для того 
чтобы использовать эти уравнения, в них следует поставить найденные 
уже значения ^, в,..., затем исключить неопределенные величины а, 
В,... и присоединить к ним условные уравнения 4 =0, Б =0,..., которые 
послужат для замещения уравнений, исчезнувших в процессе описанного 
выше исключения. 

18. Члены Рдр, @064,..., обязанные своим происхождением ускоряющим 
силам Р, 0,..., не требуют никакого приведения, поскольку эти силы 
действуют по линиям р, 4,..., ибо величины р, 4,... являютея только 
функциями конечных переменных 7, у, 2. Иначе обстоит дело в том случае, 
когда пользуются силами, действие которых сводится к тому, что они 
заставляют варьировать заданную функцию (отд. П, п. 9); в этом случае, 
если данная функция содержит диференциалы, следует для этих членов 
выполнить те же приведения, что и для членов ^5Г,...; при этом веегда, 
получается окончательное уравнение того же вида. Этот случай имеет 
место при рассмотрении упругих тел как твердых, так и жидких. 


$ ПЕ Аналогия между рассматриваемыми проблемами и проблемами 
максимума и минимума. 


19. Вариационное исчисление не только находит одинаковое приме- 
нение в проблемах равновесия сплоптных тел и в проблемах о максимумах 
и минимумах интегральных выражений, „но оно дает возможность уста- 
новить между этими двумя видами проблем замечательную аналогию, 
которую ниже мы и изложим. 

Мы начнем с того, что дадим общую Формулу для вариации любой 
диференциальной функции многих переменных. 

Известно, что в функциях нескольких переменных и их диференциалов 
порядка выше первого веегда можно один из первых диференциалов принять 
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в качестве постоянной величины, что упрощает функцию, нисколько не 
уменьшая ее общности; но тогда при диференцировании в смысле символа 6 
следует рассматривать в качестве постоянной и ту переменную, дифе- 
ренциал которой был принят в качестве постоянной; если же желают 
сообщить вариации всем переменным, следует` восстановить изменчивость 
диференциала, который был принят в качестве постоянной. 
2 

20. Пусть 0 — функция от х, У, Я, и. .., 

честве постоянной величины. Если положить, как в теории функций, 
ау оо 9 и ау" 

42 У) 9» ШУ" 


где 4х принят в ка- 


то величина О станет функцией от х, у, 5’, У',..., И вариация 0, если 
применить обозначение частных диференциалов, будет иметь следующий 
ВИД: 


Й 90 9 90 
О 6 5 8 Е зу 8" дуя 8 .... 
Теперь, если все величины подвергнуть вариации, получится 


ау 9 4 ау зах 439 45% абу-- У’ 5%) Ну" 
Г — —_ = дд ИА ЗИ ИЛИ 
у у 41 ах аз ах 2 9 ‘Ча ах у 6х, 


@ (ву — 


ди" — 4 (5у” — у”55) + пу” о — = 4/7 65) у" За, 


ах 
4 (5у — 1/76 
бу” _ ый 64) -- уу 95, 


Если эти величины подставить и для сокращения письма положить 


0 — 105 =0и 


буи Ру’ 8х, 


и, следовательно, 


то мы получим 


—__ (99 9 9б ит 90 
в (5-5 У аи У” Е бут" -- ...)8#- 


97. ‹ 00а, 00 @ы 
Роу 8% Роу ав Род’ ая Г ' 


Но если мы продиференцируем величину 0 в смысле символа 4 и подета- 
вим у’ах вместо 4у и у’4х вместо ду’, мы будем иметь 


ви 9 9 9 
а (и Ни" ту" ... ) 4% 
откуда следует | 
90 90 о 40 
Рея” а — 
бд Гоби У РУ Е. а 
И далее 


90 90 00 а5и 90 428% 
СО о 82-Е оу 6% дут её Г бий р 


Если величина О содержит еше другую переменную 2 и ее дифе- 
2 2 42’ И 
Е в)... › ТО, положив — =2’, 1 =2,... И ПОобТупая 


ренциалы = 
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совершенно так же, вак и выше, мы получпи следующие члены: 
90. 90 45% 90 925% 

— $ нь — ® ® ® 

д2 - е-- 902’ а2 — 027 4? -- ? 


где 
др —02 — 2'65; 


эти члены мы прибавим к приведенному выше значению 80, и так 
далее. 
21. Еели интегральная функция | О ах должна стать максимумом или 


минимумом, то согласно правилам вариационного исчисления следует 
ПОЛОЖИТЬ 


3 [Гоа = |3 (Оад= | @04=- 0$ 42) = 0. 


Если сюда подставить значение 50, заменить 6 4х через 4х, и путем 
интегрирования по частям избавиться от диференциалов д.7, би, 0%, то под 
знаком интеграла останутея только члены вида 


(20л-- Ти-- Ф 65) ах, 
в которых 
Е =а0—@0 =0, й 
90 Я 90 42 90 
у Чао Га 
90 а 90 2 90 
р а о Г 9... 


Эти члены должны равняться нулю, каковы бы ни были вариации дх, 
31, 02; но если вместо би и 6% снова подставить их значения дбу—у’бх, 
$2 —2'6 5, то в силу равенства = -=0 рассматриваемые члены примут 
следующий вид: 
[Убу-- Ч 62 — (Ту/-- 2”) 84] ах, 


откуда получается только два уравнения 
Т=0, Т==0; 


третье же уравнение, зависящее от вариации 65, содержится в этих двух 
уравнениях. 

Отсюда мы видим, что можно избавиться от необходимости сообщать 
вариацию и переменной т, диференциал которой в функции ПО был принят 
в качестве постоянного, так как уравнения, необходимые для разрешения 
заданной задачи, вытекают уже из вариаций других переменных. Это 
обстоятельство было уже отмечено ‘при возникновении вариационного иечи- 
сления и оно является необходимым следствием этого исчисления. 

Но может оказаться полезным рассмотреть одновременно все вариации 
по отношению к пределам интеграла, так как из каждой вариации могут 
вытечь особые условия для точек, соответствующих этим пределам, — как 
это было показано нами в последней лекции по исчислению функций. 

22. Интегральная функция, максимум или минимум которой опоеде- 
ляется, может содержать в себе и другие интегралы; какова бы, однако, 
она ни была, ее всегда можно преобразовать таким образом, чтобы она 
содержала только конечные переменные и их диференциалы и зависела 
‘только от одного или нескольких условных уравнений между теми же 
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переменными, которым везгда можно удовлетворить с помошью метода 
множителей. 

Предположим, например, что О является функцией от х, у, 2 и их 
диференциалов и что в то же время переменная 2 зависит от условного 
уравнения Г, =0. Продиференцировав это уравнение в смыеле символа 8, 
мы получим 6Г, =0. Теперь нам остается только помножить это уравнение 
на неопределенный коэфициент ^, или для однородности — поскольку Г, 
является конечной функцией — на ^ах, прибавить интегральное уравне- 


ние | ^6Гх = 0 к уравнению максимума или минимума 5 | О 4х =0 и 
затем рассматривать вариации 6х, 69, 02 как независимые. Но если Г, гас- 


/ >”, 


сматривать как функцию %, 9, у, и, ...) 8, 2, 2 .. ТО 
В. 85 = изу Но бе. 
Если подобные же подстановки мы сделаем для 4’, 82’, ду", 


получим 
Г, 0. 45 0. 4% 
О В био у а Ро р К. 


члены, стоящие под знаком интеграла, имеющие источником своего проис- 
хождения уравнение 


., то мы 


[ @0 аз -- ^81, 42) = 0, 


примут следующий вид: 


(Е ох Ти -- Ф 6%) 4, 
где 
я— лаг, 
9 ОГ 4 Г9П ‚ 9Ё 4? 90 9Г, 
т [5-55 а и А) + авиа) 15 
90 ‚ 9Ё 00 9[, 
= [% и ИК (т) — ... |= 


Но из условного уравнения Г ==0 следует 4Г==0, что дает нам 
= —=0. Точно так же, если мы приравняем нулю коэфициенты трех вариа- 
ций 65, 6), 42, мы получим только два уравнения 


У—0, 1—0, 


из которых одно послужит для исключения неопределенной величины ›/; 
таким образом для разрешения. данной задачи остается только одно урав- 
нение относительно 4, 9, г, которое следует скомбинировать с заданным 
уравнением Г, =0. 

23. Так как для случая, когда 4х принят в качестве постоянной 
величины 


ау и 4? у / г и (8 
У, У ео, бр, = ще, 
мы видим, что достаточно в функциях 0, Г,... варьировать переменные 
у, 2,... и их диференциалы; тогда, применяя вместе с символом д обозна- 
чение частных иференциалов, мы будем иметь 
— 2 
50 — и ты Фи... 


+5 т 


202 
2 42 82--... 
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Но если мы желаем одновременно принять во внимание вариацию 5, нам 
ап 
следует только прибавить к выражению 60 член => 0д и вместо 6) поста- 


^ ПИК 2 < 
ВИТЬ бу — 8х, вместо 042 поставить 92 — —— 0х, .... 
ах ах 


Указанным путем, мы после соответствующих преобразований получим. 
8 | Газ = | (Гзу--Т да...) @ж-ь 
-Т’бу-- Табу... Ч” 62 9" ава ..., 


30 280 5 80 


где положено 


=, — Ба Г БФ. ° 
а вы ) 
т" — Бру — 

. т . 
“= > — аа; + в — ? 
Ча +... 
= Е 


Для того чтобы учесть и вариацию 5, следует прибавить во всех чле- 
нах — Ч бл к 69 и— 22 дик 82 
ах 4% " 


24. Таков общий метод разрешения проблем о махсимумах и ми; ч- 
мумах неопределенных интегралов, для которых вариационное исчисление 
и было сначала предназначено. Мы видим, что если даже подвергнуть 
вариации все переменные, то мы все-таки получаем число уравнений 
на единицу меньшее, чем имеется переменных, но это соответствует при- 
роде вещей, так как в данном случае задача заключается не в том, чтобы 
определить индивидуальное значение каждой из переменных величин, как 
в обычных задачах на максимумы и минимумы, а в том, чтобы найти 
‘неопределенные отношения между этими переменными, благодаря которым 
образуется их взаимная функциональная зависимость и они могут быть 
выражены с помошью кривых простой или двойной кривизны. 

25. Применим теперь тот же метод к задачам механики, допустив для. 
большей простоты, что выражение 


Рар-- 9 аа-Р Ва... 


интегрируемо и что, как и в пункте 21 отд. ПГ его интеграл равен ИП. 
Тогда мы имеем также . 


Рёр-- 039-- Вм“--... =81, 
и общее уравнение равновесия (п. 13) принимает следующий вид: 
9(бПат- АГ -НьМ--...) =0, 


если в данном случае отвлечься от условных уравнений, относящихся 
& определенным точкам. 
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Так как масса 4т каждой частицы системы не должна варьироваться 
в то время, когда варьируется положение системы, следует *) допустить, 
что 6 4т —=0, и, следовательно, что 8Г =8 ат [#]. 


Вогда система линейна, мы имеем вообще 4т = Оах, где П — функ- 
ция, аналогичная указанной в пункте 20; таким образом мы будем иметь 


5Т, =60 ах -- 068 ах 


и формула &^ ОГ, даст под знаком интеграла следующие члены 


(ах У би --- Ч 6) ах, 
в которых (п. 22) 
и (0), 
ту = (и) Нав"). 
и (59) ая (19)... 


26. Итак, если никаких других условий не существует, то уравнение, 
получающееся от членов, находящихся под знаком №, имеет следую- 
ЩИЙ Вид: 


5П ат -- (Е 8-Е Ги -- Ч 80) 9% =0; 


это уравнение должно выполняться отдельно для каждого из переменных 
9х, 84, 6. 


Но так как П является функцией от х, 9, 2, мы имеем 
. 9п 9П 9... 
& так как 


42 
‘4х 


то предыдущее уравнение принимает следующий вид: 
ОП = ОП 
(55 т-Е& 4#—уУау—9 г) 5% -- [у 4т-- т 42 ) ву - 
+ (5:9т + Фа») ве = 0. 


Отсюда получаются три уравнения: 


би — ву — 9. бх, 00==02— ба, 


27 ат-{- 8 45 — Тау — № 42 =0, 
9П 

бу 9т -- Таз = 0, 

ОП 


Таким образом здесь мы имеем столько же уравнений, сколько суще- 


ствует неизвестных, в этом заключается различие между этого рода зада- 
Чами механики и задачами на махсимумы и минимумы. 


*) Другими словами, первое условие относительно любой точки системы 
заключается в том, что масса каждой чаетицы остается при всех возможных сме- 
щениях неизменной. Прим. Даубу. 
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27. Лалее я прежде всего считаю необходимым отметить, что при 
исключении неопределенной величины Х приведенные три уравнения сво- 
дятоя к двум, и хотя вообще условные уравнения всегда замещают собою 
уравнения, выпадающие вследствие исключения неопределенных величин, 
однако введенное здесь условие 8 4т =0, т. е. условие постоянства фт, 
не может нам дать особого уравнения для решения задачи, так как согласно 
духу диференциального исчисления мы всегда можем какой-либо элемент 
избрать в качестве постоянного; ведь, собственно говоря, в данном случае 
объектом исчисления являются взаимные отношения между диференциа- 
лами, а не сами по себе отдельные диференциалы. Таким образом эти три 
уравнения сведутся к двум, и, как в задачах на максимумы и минимумы, 
‚они послужат только для определения природы кривой. 

28. Отмечу, далее, что рассматриваемые здесь проблемы статики 
можно также свести к простым проблемам о мажсимумах и минимумах. 

В самом деле, если сложить все три найденных выше уравнения, 
помножив предварительно первое из них на 4х, второе на ду, и третье 
на 42, то в силу 

ОП ОП п 
мы получим уравнение 
АП ат -Е = 41? = 0. 
Но мы имеем 
я дл =^ ай — а^0 = — 04а), 


ий так как дт = 0 4х, то, разделив на 47, мы получим ЯП — 4 =0, откуда 


следует 
^=П-а, 


где а — произвольная постоянная. 
Так как Г. —=0ат, то член ^6Г, в уравнении пункта 25 примет сле- 


дующий вид: 
Пбат -- абат, 


а так как 8П дж — П8 ат =6 (Пат), то это уравнение напишется следую- 


щим образом: 
$5 (П 4т) - аб ат ==0, 


т. е. 
69 Паж -- ав зат = 0; 


это уравнение необходимо должно иметь место для того, чтобы интеграль- 
ное выражение &П 4т стало максимумом или минимумом среди всех тех 
значений, при` которых выражение №4 будет иметь одно и то же 
значение. 

Указанным путем можно, как и в вопросах о мажсимумах и миниму- 
мах, одну из переменных рассматривать как величину постоянную по отно- 
шению к вариациям 8, благодаря чему анализ упрощается. Однако общий 
метод обладает тем преимуществом, что он дает значение коэфициента ^, 
выражающего *) согласно теории, изложенной в предыдущем отделе, ту 
силу, с какой элемент 4% противостоит действию сил Р, (4, еА,..., при- 
ложенных к системе. | 


т) См. по этому поводу пункт 6 отд. [У и примечание к пункту 9 отд. П 
(стр. 34). Прим. Бертрана. 
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29. Мы допустили для простоты, что имеется только одно условное 
выражение; но если бы сверх того существовало уравнение М = 0, где 1/-— 
функция х, 9, г, И’, У",..., 2’, 2",..., следовало бы под знаком инте- 
грала в уравнении равновесия к члену. ^6Г, прибавить еще выражение 
„6М или лучше для однородности .0М 4х; веледствие этого к значениям. 
=, Г, Ф пункта 25 прибавились бы соответствующие величины 


ам 
| т 2 
„м _ а 5м) 4 (в м) — 
} в (№ ду! -- а (| ду" о 
ом *а ом 4% М 
че) На (№ 9) — 


Таким образом мы получим три уравнения того же вида, что и впункте 26, 
которые в результате исключения Х и в сведутся Е. одному; но если 
к последнему присоединить условное уравнение ЛГ =0, то получится, как 
и раньше, два уравнения для трех переменных х, у, 2. 


Эти три уравнения дают, как и в пункте 28, уравнение 


аП ат - я 42? =0. 
Здесь мы имеем 
Е 4х = — бал ва; 


но уравнение Г =0 дает 4М==0; таким образом, как и в упомянутой 
выше статье, мы имеем просто 


= 4х = — Па»; 
отсюда мы получаем 
6% Пат -- аб ат = 0. 


30. Таким образом проблема равновесия системы частиц 4т, находя- 
щихся под действием сил Р, 0, А,...,направленвых по линиям р, 4, ",... 
и обладающих тем свойством, что 


Рар-+- 0 494- Ва-... =аП 


сводится просто к задаче превращения интегрального выражения % Пат 


в максимум или минимум, причем сверх того должны быть приняты 
°во внимание особые условия системы; как видим, благодаря этому все 
проблемы равновесия попадают в группу проблем о максимумах и мини- 
мумах, известную под названием изопериметрических проблем. 

В случае цепи, если допустить, что ординаты у направлены верти- 
кально, мы имеем П = 09, где д—постоянная сила тяжести. Таким образом 
в данном случае выражение \ у4т должно быть максимумом или миниму- 
мом среди всех тех, для которых значение ® 47 остается неизменным; 
$ уат 
$ ат 
плоскости; следовательно, поскольку вся масса по предположению давка, 
это расстояние должно быть наибольшим или наименьшим, что, впрочем, 
было известно и раньше. 

31. До сих пор мы рассматривали только функции таких переменных, 
которые мы считали независимыми друг от друга; но если рассматривать 2 
как функцию д и у и если существует функция 0, зависящая от 2, 9, 2 
и от частных диференциалов 2 по х и 4, то может возникнуть вопрос 


но представляет собою расстояние центра тяжести от горизонтальной 
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об определении вариации 60 —с тем, чтобы принять в расчет и одновре- 
менные вариации л, У, г. 
Пуеть для простоты 


— =@, > ==9,, 5 =, — 2, , 5 —& 
да 0у 02 дл ду 69 р? 
082 032 032 р 
а", аи о =а,,... 
да 9? 09 / 62 4]? " 
Величина О будет тогда функцией м, у, а, 2, 2, #2’, е, @,..., И МЫ 


будем иметь 
90 90 9 90 90 90 90 

ВОИ вау ва О де’ аа, Об ба ..., 
04 ду у 02 Та» т 0) ' д” 0 ° 


вся трудность сведется тогда к тому, чтобы найти значения вариаций 
62’, 62, 62”, если в частных диференциалах подвергнуть одновременному 
варъированию элементы 4х и ДУ. 

Для упрощения расчета мы можем допустить, что вариация 0х 
является функцией х, независимой от у, а вариация 6 является функцией у, 
независимой от х. В дальнейшем мы увидим, что это допущение обладает 
всей той общностью, какой только можно пожелать *). 


“) Здесь имеется одно положение, которое требует некоторых пояснений. 
При переходе с одной поверхности на другую, бесконечно близко к ней распо- 
ложенную, можно наверняка добиться такого соответствия, чтобы в каждой точке 
первой поверхности 6% и 6у имели такие значения, какие нам желательно. Таким 
образом, если речь идет об исследовании проблемы максимума или минимума, здесь 
не возникает никаких неудобств — даже для условий на границах, в чем легко 
Убедиться. если принять, что 6% зависит только от 2 и 8у только от у. Однако 
дальше (отд У, п. 44) Лагранж применяет формулы пунктов 32—34, выведенные 
на основе указанного допущения, — к случаю, когда 0х и 6, выражают любое 
виртуальное смещение и, следовательно, являются совершенно произвольными 
функциями м и 9. Поэтому представляется небесполезным произвести это исчисле- 
ние, исходя из предположения, что 9% и 89 являются любыми вариациями. 

Положив 

02 — 2/05 — 2 ду = и, (1) 
мы имеем 
аи = 452 — 2/4 85 — 2,45 — 42.5% — 4г ду (2) 


Напишем уравнение в полных диференциалах 
у 
42 = 2'ах 2 2, Ау 

и продиференцируем его в смыеле 5. Тогда мы будем иметь 

5 42 = 2’5 аж -- 2,8 4у-- 52’ ах —- 32, ау. (3) 
Сложим уравнения (2) и (3) и заметим, что порядок символов 4 и 68 можно пере- 
‘ставить, благодаря чему исчезнут члены 4%. Мы получим 

и = 62’ аж -- 82,4у — аг’ 83а — аг5у. (4) 


В этом уравнении 4% и 4у могут принять любые возможные значения. Допустим 
‘сначала, что 
ау = 0; 
тогда мы имеем 


ди 
аи =—— 45, 42’ = 2"4%, 42, = 2, аз, 
0х 
и, следовательно, уравнение (4) даст нам следующую формулу: 
ди <. > < 
— = 02 —2" 0х — 254, 
0% ‚у (5) 


которая даст возможность определить 52’. Точно так же, положив 4% =0, мы 
чайдем 


—— = 06а, — а. &— 2, Оу. (6) 
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32. Исходя из этого допущения, мы путем диференцирования получаем 


© 02 __ 602 дг 8 0х 
бор — д др ба 
Ясно, что 
802 _ 082 00% _ 00%. 
08 — дд П ба 9’ 
таким образом мы имеем 
952 05% 0(52— 2’ 55) 92’ 
И АО Ва 9 _ 
° — да дх 9% —- 9 т, 
ИЛИ 
,__ 0(82 —2'65— 2,89) | 02’ д2, 
02 и Та аа бу. 
Точно так же мы имеем 
д (52 — 27 6%— 2,6) | 02^ 92’ 
8 — отт # 998,09) —0. — 
5, ду Рау оу 9, 


в силу того, что 


98% 984 
ви = 0 И —; == 0. 


Здесь мы имеем перед еобою первые две формулы Лагранжа. Так как они при- 
меняются к произвольной функции, в ней можно поставить 2’ вместо 2. Тогда 
значение и выразится через 

92” — 27 65 — 2, 54, 
и формулы (5) и (6) нам дадут 


д . 
57 (62 — 27 65 —2, 81) = 527 — #3 — 2,” 9, 


д > 5 > © 
бу (32 — 2706 — 2,6) =02,/ — 2,0 — 2,59. 
Для упрощения приведенных формул можно еще воспользоваться уравнениями 
(5) и (6); тогда мы получим 


Фи < ц 
В — 52” — 2”' За — 2," 5, 
07 , 
ори Мал ы 
двди — ба — 2,60 — 2 9. 
К этим отношениям можно очевидно прибавить еще и следующее: 

ди 5 7. с, 
ду — 2—8 0% — #,„,5У, 


последнее дополнит собою группу уравнений, выведенных Лагранжем на основе 
принятого им 060б0го допущения и с помощью диференцирований, которые 
представляются правильными, но которые, быть может, были им недостаточно 
подробно объяснены. 

Утверждение Лагранжа „в дальнейшем мы увидим, что это допущение 
обладает всей той общностью, какой только можно пожелать“, относится, повиди- 
мому, к другой части исчисления, изложенной в пувкте 34 и касающейся вопроса 
о вариации элемента поверхности 4жау. Действительно, в том случае, когда 5х 
зависит только от одной переменной х, а бу— от одной переменной у, вариация 
прямоугольника вычисляется очень легко: в данном случае упомянутый прямо- 
угольник преобразуется в другой прямоугольник со сторонами 452 -- $ 4х иау -|- 8 ау 
и, следовательно, его вариация получается непосредственно и составляет 


бах, зау 
ав ау + дузах — ата — 5"). 
у-- ау У (= Г ау 
Исчисление становится более сложным в том случае, когда 5 и 6у зависят 
одновременно от обоих переменных 2 и у. Но это исчисление произведено 
полностью для случая трех переменных в пунктах 12, 13 и 14 отдела УП, 
к которым Лагранж несомненно и собирался отослать читателя. Прим. Даубу. 
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Дальше мы имеем 


Подставив сюда значение 82’, получаем 


02 (52 —2’6% — 2,61 022’ 022 
И / и —” 
92” == и 57: бт = бу; 
точно так же мы имеем 


, аы/ 7 
52—89 —_ 087” 02 0% 
/ 94 9у ду ду 
/ 
Еели и здесь подетавить значение 02’, мы в силу равенства =, 


получим 


08 (6#—27 6% —2,5у) 08 2’ 922 
7 __ / 4 
62, — да ду -- 9% ду —- дж ду бу. 


Аналогично мы находим 


02 (52 —27 6—2,8у) | 022’ -. 22 
°, ду? 02 = 65 


И так далее. 
33. Итак, если мы положим для сокращения письма 


92 д2 
ба — 9 х,— ру бу =— би, 


и примем во внимание, что 


д» _ 02 ^ 0 _ д 027 __ 02" да, _ д" 
0% ду’ д 0’ 90% 9%’ 0% 90’ 
022’ д2,/ 02, __ 02,’ 022 д, 


деду 00’ дд 0’ бо д’ °* 
то мы получим более просто 


, 05щ 
02 =—— ру + 8х 2% а, 


д0и ,. 
62, = —- ду ° ии д---“ вы °') 
и __ 086 ок 
62 0 +° 5 82 га У, 
‚__ 0284 де,’ де,’ 
02, — деду Го од Гу 01), 


020и 


0: 02 
ба, == Е: т. 6% -- 5 би. 8 


Подетавив эти выражения в вариацию 50, введя при этом вместо. 
дг выражение 
би 52 а: 67 
и расположив члены по 0х, 6у, би, мы получим 
00, 00 02 ‚ 00 02’ 90 7, 90 дг’ 00 ия 
О = (дв 8 Н 97 9= Г 0, да, И 5 Г ет =... ) 52 -- 
90 02 00 02’ и д 90 902” 2. дг,’ 
+(у += бу Ног” бу Ра, бу Рот ду Г 97 бу у...) и 


90 90 д8и ри 98и 00 028и о в, 
Ро 8% 97 дх Ро бу Г 772 -Р 7 2’ 000. =... 
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90 90 
Обозначим через (5 5; }› (5 
к фичу, расематривая при этом 2 как функцию этих переменных. Лено, что 


тогда 


) частные диференциалы О по отношению 


90 90 90 02 И ог 90 ое, 
(5=) = 0% -- 5= да 0% ед 55 Г =. 92, „г.. 


90 ри 90 92 90 ое 90 —. 
(7 „)= ду Г 92 дг ду д2’ т дз, -.. 


Таким образом полная вариация О сведется к следующему простому виду: 
Ц ди дди г о 
О (о) 82 (бу) 9-е би Но, у 
90 025 00 02 8и 00 025и 
Г от 02" 002 02,’ 0504 52. 92, 9? + "7 


34. Если необходимо получить максимум или минимум двойного 
интеграла %% О 4х 4у, должно быть выполнено следующее условие: 


3880 ал ду=6&8 5 (Г ах ау) =0. 


Но если произвести вариацию всех величин, то 
5 (ПО ах 4) =80 ах ау-—- 05 (ах ду). _ 


Здесь следует иметь в виду, что так как 4х 4у представляет собою 
прямоугольник, являющийся элементом плоскости 21, он сохраняет свою 
форму прямоугольника и после варьирования координат 5х и У на дх и 689, 
если только остаться при принятом хлопущении, что 4х совершенно не 
зависит оту ибу от х. Таким обралом вариания 4% 4у лает просто 
Чу вах -- ах 64у; но так каЕ 


542 == Фар = ^е фт, З4у==а8у = м а, 


поскольку 0х и 0у расематриваются соответственно как функции х и у, 
мы имеем 


5 (742 9у) = (80 -- НИ и) 4х ау. 
Если подставить значения 50 и путем интегрирования по частям освобо- 


диться от диференциалов вариации 05, 69, би, то под двойным знаком 
$$ останутся следующие члены: 


(Вот би -- Ч 6%) ах ау, 
в которых 


-__ (9) (90 
= (5„)— (55) = 0, 


= (%)— („)= о, 


90 0’ 90, 0920" ем =) 
Ч =-, — у) (=) (ые + (5 и) 
при ЭТОМ ДЛЯ сокращения положено 

9 90 

и 09 би 

О = да’ ? 7, де ? 

9 90 90 
=, ОИ = т, и= г, ›. 
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и принято, что частные диференциалы, заключенные в скобки, выражают 
полные значения этих диференциалов —в предположении, что 2 при 
диференцировании рассматривается как функция хи 1. 


д2 02 - 
5=8% — 5 ©), то выражение под знаком двой- 


ного интеграла Даст просто следующее уравнение: 


(2—5 88 —5:8у) = 0, 


35. Так как 6% =02 — 


откуда, если отдельно приравнять нулю коэфициенты при вариациях 62, 
0х, су, получится только одно уравнение ФТ —0, как если бы мы варъировали 
только одну переменную 2. 

Итак, мы видим, что в задачах на максимумы и минимумы, касаю- 
щихся двойных интегралов, в которых одна из трех переменных является 
функцией двух остальных, получается, строго говоря, только одно уравне- 
ние, которое может быть получено непосредетвенно, а именно путем 
варъирования по 6 только той переменной, которую мы признали функцией 
двух других переменных *). Эго уравнение представляет собою уравнение 
‚ поверхности, удовлетворяющей данной задаче. Таким именно образом 
и было найдено уравнение: в частных диференциалах минимальной поверх- 


ности, причем было положено (= У 1-- (2) - (2,); из доказанного 
нами выше следует, что это уравнение полностью удовлетворяет условиям 
задачи, какие бы вариации мы ни сообщали трем координатам поверхности. 

36. Полученные нами выше формулы вариаций могут быть применены 
к равновесию системы частиц фт, расположенных на поверхности 
и находящихся под действием каких угодно сил. = 

Если принять во внимание только неизменяемость 4%, то мы сначала, 
как и в пункте 25, получим общее уравнение равновесия 


$5 Пат ^бат) =0. 


Для значения 4т мы будем здесь иметь выражение вида 0 44 Чу, поэтому 
(п. 84) р 
45% " 

—— ) ажау. 
Если это выражение, а также выражение для 60, приведенное в пункте 33, 
подставить в интегральную формулу &% 6 4т и путем интегрирования по 


частям освободиться от диференциалов вариаций 07, 089, 8и, то под 
двойным знаком интеграла останутся лишь следующие члены: 


(0% -- Убу-- Ч бы) ах ау, 


Я = (=)— (>) — — (5) 
0:8 0% 65 
9^ (У Ол. 
)—(%)=—9(%,), 
90 1/90’ 90, 520" #0, от, 
= — (92 )—( ме) ( 92? У (бы, - ( 91)? )—... 


*) А рг1о11 ясно, что достаточно варьировать 2; ведь каковы бы ни были две 
бесконечно близкие поверхности, всегда можно перейти с одной на другую, давая 
2 некоторое приращение, которое находится в надлежащей зависимости от двух 
других координат 2х и у. Может оказаться более или менее удобным допустить, 
что последние имеют в соответствующих точках одинаковое значение, или же 
различные значення, но ясно, что вполне допустимо делать как одно, так и другое 
предположение. Прим. Бертрана. 


8 @т = (80 -- й 


где 


6 Зак. 224. — Аналитическая механика 
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для (’, 0,0", 0’’,... здесь сохранены значения, указанные в пункте 34. 
Если к этому выражению прибавить еще члены, получающиеся от 
интеграла %%0П 4, т. е. если подставить значения 8П и ат 


ап ап ап 
(= -Н аи Зи -Н‘- 82 ) Оаеау 


2 


< 


д дг г 
и вместо 6% подставить его значение 62—-— 52 — бу 01 (п. 33), — то общее 


уравнение равновесия под знаком двойного интеграла будет содержать 
следующие члены, расположенные по вариациям 04, 09, 82 


(Гоп "0%. де \ ) 
{[9=— (=) | О-о} 82+ | 
(Гоп 9% 92 , 
ыыы | ва 
ОП Г 
+ (5; 9+ ) в 


отсюда получаются следующие три уравнения: 


(оч 


020 Ире 0% 
0) 72 
[4%— (4%) ПХ 22 —0, 
0 у ву 
ОП 
Фий И — 
50-Е =0. 
ОП 
Последнее уравнение дает ЧФ = — --:; вели это значение подета- 


вить в остальные два уравнения, то после разделения на |й] получается 


оп | дп 02 [1—0 


0% 92 ов \ д 
ОП ОП 902 -- __ 
99} 02 09 (2% —_ 


Первое из этих уравнений дает ^=П- функция у; второе дает 
^—=П-- функция 2; отсюда следует 


ХА —=П-а, 


где а— постоянная величина. Если эту величину подставить в общее 
уравнение равновесия, то последнее примет следующий вид: 


УУ [6 (Па) -- аб ат] =0, 
ИЛИ 


55 Пам -- аб 3% 4т =0. 


[3 и 
Это — уравнение максимума или минимума двойного интеграла 
$5 Пат среди всех тех значений его, при которых значение величины 


$5 (т остается неизменным. 
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Таким образом данная проблема, механики *) сводится к простой задаче 
на мансимумы и минимумы, разрешение которой зависит только от 
вариации одной переменной 2, являющейся согласно допущению функцией 
х иу (п. 35). 

Эту теорию можно распространить и на формулы тройных интегралов 
и отсюда получить аналогичвые выводы. 


дик 


“) Лагранж не дает полного определения той поверхностной системы частиц, 
к которой он применяет свой анализ. Если бы речь шла о гибкой и нерастяжимой 
поверхности, то остались. бы. неизменными не только элементы поверхности, но 
и линейные элементы. Лагранж не принимает во внимание неизменяемости линейных 
элементов, веледетвие чего полученные им уравнения не могут дать полного 
разрешения данной задачи. Этот вопрос был в последнее время снова рассмотрен 
Лекорню (есогпи) в мемуаре Зиг ГРедаШ ме Чез злиФасез Пех!ез еф шехбеп ез 
(Тойтпа1 4е ГЕсое Ро] уфесвт1аще, ХГУШ СаШег) и Бельтрами (Вейташ!) См. 
мемуар Зи! Геи о аеПе зиретгНее ИеззПУЦ ед тезтепа ри (Метоте 4е11’Аса- 
депиа аеПе ЭЗаётте 4е1?’ [лба бо 41 Вооэпта, 4-е зб ме, $. ПШ, в котором Бельтрами 
разрешил этот вопросе, пользуясь как раз принципом виртуальных скоростей. 


Прим. Дарбу. 


ОТДЕЛ ПЯТЫЙ. 
РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТАТИКИ. 


Теперь мы покажем применение наших методов на различных задачах 
© равновесии тел; по единообразию и быстроте разрешения этих задач 
можно будет судить о том, насколько эти методы совершеннее тех, какими 
до сих пор пользовались в статике. 


ГЛАВА [. 


0 РАВНОВЕСИИ НЕСКОЛЬКИХ СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ К ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ 
ТОЧКЕ, 0 СЛОЖЕНИИ И РАЗЛОЖЕНИИ СИЛ. 


1. Допустим, что требуется найти законы равновесия какого угодно 
количества сил Р, 0, А,..., которые все приложены к одной и той же 
точке и направлены к  аДанным точкам. 

Назовем р, 4, ", ... прямолинейные расстояния от общей точки при- 
ложения этих сил до соответствующих точек, к которым эти силы напра- 
влены; тогда для суммы моментов этих сил мы получим выражение 


Рар-- 90 494а-—=-Ва’--..., 


которое при состоянии равновесия должно равняться нулю. 

Пусть х, 9, 2— три прямоугольных координаты точки, к которой при- 
ложены все силы; и пусть а, 6, се — прямоугольные координаты точки, 
к которой направлена сила Р; [, 9, #й — координаты точки, к которой на- 
правлена сила (0; р, т, п— координаты точки, к которой наиравлена сила 
й, и так далее для других точек, — причем все эти координаты отнесены 
к одним и тем же неподвижным в пространстве осям. В таком случае мы, 
очевидно, имеем 


р=У@&— а — 5-е — 5, 
пи Ее, 
2УО Пи ие), 


и ветичина Рар-- 0 а - Е «+. пробрауетыя в следующую: 


где 


АЕ В-.. 


а у— т 
о" и... 


г — —й 


и: ое. 


у — 1 
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Небесполезно отметить, что в последних выражениях величины 


ха у —— равны косинусам углов, образуемых линией р, т. е. на- 


2 2 
р р 
2. е ®—Ё 9—9 2—й 
правлением силы Р, с осями х, У и 2; точно также В 


предетавляют с0бою косинусы углов, образуемых направлением силы @ 
с теми же осями, и так далее (отд. П, п. 7). 


$ 1. О равновесии тела или точки, находящейся под действием 
нескольких сил. 


2. На основе сделанных выше предпосылок допустим сначала, что 
тело или точка, к которой приложены силы Р, ©, А,..., совершенно ево- 
бодна; в таком случае между координатами х, у, г не существует какого бы то 
ни было условного уравневия, и величина Х 45 -|- Уау-- 242 должна рав- 
няться нулю независимо от значений 4х, ау, 42 (отд. П, п. 10). Отсюда 
тотчас же получается три частных уравнения 


Х=0, У=0, й=0. 


Эти уравнения содержат в себе законы равновесия любого количества сил, 
сходящихся в одной и той же точке. 

3. Если в выражениях для Х, У, 2 положить Р=р, 9=4, В=,и, .., 
что вполне допустимо, так как безразлично, Е каким точкам по нашему 
предположению силы направлены, если только эти точки лежат на напра- 
влениях сил, — то получаются следующие уравнения: 


ата р-Рх—1-- ... =0, 
ив-Ру—о-у—т-+... =0, 
а с-на—й-а—п-- ... =0, 


отсюда, если допустить, что вообще чиело сил Г, ©, А, ..., равно ф, 
следует 
и ЕР... 
и 2 
_ Фет -... 
= ——_ 
| 
ея... 
Е 


`` 

Эти выражения для 1, У, г показывают, что точка, к которой силы при- 
ложены, находится в центре тяжести точек, к которым эти силы направлены. 

‘Отсюда вытекает теорема Лейбница, заключающаяся в следующем: 
если произвольное количество сил находится в равновесии в какой-либо 
точке и если из этой точки провести прямые линии, представляющие как 
величину, так и направление каждой силы, то эта точка является центром 
тяжести всех тех точек, в которых эти линии заканчиваются. 

Таким образом, если имеется только четыре силы и если представить 
себе пирамиду, четыре угла которой находятся в концах прямых линий, 
изображающих силы, то между этими четырьмя силами равновесие будет 
существовать только в том случае, если точка, на которую они действуют, 
будет нентром тяжести пирамиды; в самом деле, из геометрии известно, 
что центр тяжести каждой пирамиды совпадает е центром тяжести четырех 
равных по своей массе тел, помещенных в четырех углах пирамиды. По- 
следняя теорема обязана своим происхождением Робервалю. 


86 СТАТИКА 


4. Предположим, теперь, что тело или точка, на которую действуют 
силы Р, ©, В, ..., не является совершенно свободной, но вынуждена дви- 
гаться по заданной поверхности или линии; в таком случае будет суще- 
ствовать одно или два условных уравнения между координатами т, У, 2, 
которые будут предетавлять собою не что иное, как самые уравнения 
указанной поверхности или линии. 

Пусть Г =0 является уравнением поверхности, по которой тело может 
только скользить; прибавим к сумме моментов сил Х 45 -- Уду-- (42 член 
 аГ, (отд. ПУ, п. 3) и тогда получится общее уравнение равновесия 


А ат -- Уду-Р аг —-^ХаГ. =0, 


где ^ будет величиной неопределенной. 
Но так как Г является известной функцией 1, 7/, 2, то путем ди- 
ференцирования мы получим 


Таз =. аи аг. 


Подставив это выражение в общее уравнение и приравняв затем отдельно 
нулю суммы всех членов, являющихся множителями при каждом из дифе- 
ренциалов 4х, 4у, 42, получим три следующих частных уравнения равно- 
весия: 


7. , 9 
Хо, У-А но, АЕ = 
1} 0: 
Из которых после исключения у М следующие два уравнения: 
) 
О, ХО, 
0'] д2 


содержащие в себе искомые условия равяовесия тела, вынужденного оста- 
ваться на заданной поверхности. 

5. Если мы применим здесь теорию, изложенную в пункте 5 отдела ПУ, 
то мы придем к вывощу, что поверхность должна оказывать телу сопро- 


тивление, равное 
ОГ? ‚ОГ, 0 
^ у (7 + (>) +( :) 


И направленное перпендикулярно К поверхности, имеющей СВОИМ уравнением 
ДТ, = 0, т. е. перпендикулярно к той самой поверхности, ка которой тело 
вынуждено оставаться, & тав как 

9, ОГ, х 92 02 


— —= —Х =)” 
0% А, у }, дг 


). 


то отсюда следует, что давление тела на поверхность (давление, которое 
должно быть равно и направлено прямо противоположно сопротивлению 
поверхности) выражается через УХ?-- У?-- 72 и направлено перпенди- 
кулярно к той же поверхности. К этому условию только и сводятся два 
уравнения, найденные выше для равновесия тела, в чем легко убедиться, 
пользуясь методом сложения сил. 

6. Впрочем, в случае единственного тела, находящегося под действием 
заданных сил, условия равновесия могут быть определены еще проще, 
А именно, если непосредственно в уравнение 


ха Уду-- 742 =0 


РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОВЛЕМ СТАТИКИ 87 


подставить вместо диференциала 42 его значение 


91, ? 


выведенное из диференциального уравнения заданной поверхности, по ко- 
торой тело может скользить, и приравнять нулю коэфициенты диференци- 
элов 4х и 4), остающихся неопределенными; все это следует из общего 
метода, изложенного в пункте 10 отдела П. 

Таким образом мы сразу получаем два уравнения 


ЭГ, ОГ, 
; гу Чт __ к 99 __ 
А 7 т =0, ) от = , 
02 03 


совпадающие с уравнениями, найденными нами выше. 

Аналогично, если тело подчинено тому условию, что оно должно дви- 
гаться по заданной линии, определяемой с помощью двух диференциальных 
уравнений 4у = р 4х, 42 = 4х, то лишь останется подставить эти значения 
Чу и 42 в уравнение Хаз-- Уду-- 742 ==0; после сокращения на 4х мы 
получаем уравнение 


Хх Ур- 24 =0, 


хоторое и представляет собою уравнение равновесия. 

Однако во всех случаях, когда рассматривается несколько тел, нахо- 
дящихся в равновесии, изложенный в предыдущем отделе метод неопре- 
деленных коэфициентов всегда имеет преимущество, как с точки зрения 
легкости, так и с точки зрения простоты и однородности исчисления. 


$ НП. О сложении и разложении сил. 


7. Тождественное равенство 
Рар-- 9 4аа-- Ва’... = хах- Уду-- ба&, 


установленное в пункте 1, показывает, что система сил Р, 0, 2, ..., на- 
правленных по линиям 1, 4, 7”, ..., эквивалентна системе трех сил Х, У, 2, 
направленных по линиям 2, 7, г (отд. ЦП, п. 15). Таким образом величины 
Х, У, ( дают значения сил Р, 0, В, ..., разложенных по трем прямо- 
угольным координатам ©, у, г и стремящихся укоротить эти координаты, 
подобно силам Р, ©, В, ..., которые согласно допущению стремятся уко- 
фотить линии р, (4, /, .. 

3. Вообще, если какие-либо силы 2, 0, В, ..., направленные по ли- 
ниям 7, 4, 7, ..., Действуют на одну и ту же точку, можно все эти силы 
всегда свести к трем другим, направленным по линиям &, %, ®, — при 
условии, что эти три линии не лежат в одной и той же плоскости. Ввиду 
того что трех линий, расположенных в различных плоскостях, достаточно 
для определения положения любой точки в пространстве, значений линий 
р, 9, ",... можно всегда выразить в качестве функций трех величин 6, $, $; 
Фогласно теореме пункта 15 отдела П, силы Р, ©, В, ... будут тогда 
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эквивалентны *) трем силам =, Ф`, Ф, значения которых выражаются с помощью 
нижеследующих формул: 


ЕР Ии +... 
РОЯ. 


04 


Ф— оная 


9ф 0$ 
и направленных по линиям &, %, © или же только по элементам 4, 4%, а%, 
если некоторые из этих линий являются кривыми. 

Эти формулы оказываются весьма полезными во многих случаях; 0ео- 
бенно, если речь идет о разыскании результата действия бесчисленного 
множества сил на одну точку, как, например, притяжения точки телом 
произвольного вида. 

9. Пусть т — масса тела, каждый из элементов которого 47 раесматри- 
вается нами как центр силы Р, которая пропорциональна 47 и некоторой 


функции (р) расстояния р. Если положить | Кр) ар = Ё(ф), то элемент 


|] К 632 
р фт, интеграл которого по всей массе т 


Чт даст в выражении = член 


будет результатом притяжения этой массы. Так как это интегрирование 
является независимым от диференцирования по & можно указанному инте- 


> ( 
гралу дать и такой вид: №7 (р) фт, так что, положив 


№ Г (р) ат = У, 
мы будем иметь 


= __ 9% 0%) 6%. 
я =—- —, ий — ‚ — —, 
0с ИИ 0Ф 


дальше придется только подставить в функции /(р) вместо р его значение, 
выраженное в функции координат, определяющих положение в пространстве 
каждой отдельной частицы 4, и координаты &, %, © притягиваемой точки, 
и затем отдельно произвести интегрирование по отношевию к первым 
и диференцирование по отношению ко вторым. 


.. 1 
В том елучае, который дает нам природа, мы имеем / (р) = =; бледо- 


| [ 
вательно, Ё(р) = —ъ, а значит У = —№>. 


Пусть а, 6, вс— координаты любой частицы ат тела; допустив, что 
плотность этой частицы выражается некоторой функцией Г координат 
а, 6, с, мы будем иметь 

фт = Г да 46 ас; 


следовательно, 
< Г аа 4Ь 4е 


в 
Если 1, У, 2— координаты притягиваемой точки, то (п. 1) 


= — 


р=У (а (6-е — в}; 


*) Мы уже выше отметили, что эта теорема подлежит ограничению. Это же 
замечание применимо и к выводам. которые здесь делаются из ‘этой теоремы. 
См. статью Пуансо в конце настоящего тома. Прим. Бертрана. 
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следовательно, 
Г аа а ас 


УР О У Е- 


10. Наиболее простым является тот случай, когда притягивающее 
тело представляет собою шар. В этом случае, если мы положим Г =Т и поме- 
стим Центр шара в начале координат х, у, 2 притягиваемой точки, мы 
получим 


х= — 


и 
Уфу 


4таЗ 
здесь т -— масса сферы, которая, как известно, равна, —8 › где х — радитс 


х= — 


шара и п отношение окружности к диаметру. 
Если бы плотность Г внутри шара была переменной, то, рассматривая 
Ата”. 
3 
Можно определить значение Уеще и втом случае, когда притягивающее 
тело представляет с0б0ю эллиптический сфероил, поверхность которого 
выражается с помощью формулы 


а? 
в -- — 1, 


где А, Б, С представляют собою полуоси трех главных сечений иа, 6, с — 
прямоугольные координаты точек поверхности, отложевные на осях и имею- 
щие своим началом общую точку пересечения осей, являющуюся центром 
сфероида. Однако общее выражение величины У зависит от довольно слож- 
ного интеграла, с помощью которого невозможно получить У в виде функ- 
ции 2, 9, 2 

Но если допустить, что сфероид мало отличаетея от сферы, или же 
что расстояние притягиваемой точки от цевтра сфероида очень велико по 
сравнению с его осями, можно общее значение У выразить с помошью 
сходящегося ряда, свободного от всякого интегрирования. Лаплас в своей 
Тьбот1е дез аЙтасИотз Чез зрЬ6го1Чез *) дал очень красивую формулу, с по- 
мощью которой можно последовательно составить все члены ряда; эта 


ее как функцию а, мы имели бы т —® Га 


У, 
формула в то же время показывает, что значение —, где т — масса сфе- 


роида, зависит исключительно от В?— 4? и (2? — 4?, которые предета- 
вляют собою квадраты экецентриситетов двух сечений, проходящих через 
одну и ту же полуось А. 

Я установил, что основываясь на этом выводе, а также пользуясь 
теоремой, данной мною в Метотез 4е ВегИл за 1792—93 **), можно упомя- 
нутый ряд получить сразу, а именно, разложив корень 


И 
Ува — уе а 
по степеням 6 ис и сохранив только члены, содержащие четные степеви 
6 и с, преобразовать каждый из них, например Но?тс”, в 
1-3.5...@т — 1). 3-57 (2 — 1)] НВ — 49)" (0 — 4), 
5. .- (2т 2% 3) п, 


“" АБС. 


где п — масса сфероида, которая выражается с помощью 3 


и См. Месатаие с6]езфе, $. ИП, Муте Ш, СВар. Г е$ ИП. | Прим. Бертрана 
*#) См. Оепугез 4е Гасталое, $. У.., р. 645. 
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Итак, для того чтобы сразу получить ряд, расположенный по степеням 


уи2, возьмем 
= У у 2? 
1 
2 


и затем сначала разложим корень (72 — 26у — 22 —- 5? -|- 6?) по степе- 


ням 1] И 2; если мы при этом ограничимся только четными степенями, то 
мы получим 


1 3 621? | с22? - 1 Р4у* -- 662с2у?22 | (44 
СО О С и +? — т... 
(На?) ? (2-Е 22) 2 (Е 62) 
1 
Затем разложим корень (2 $?-1 6?) “ по степеням 6? и с? и преобразуем 


эти степени в степени Б? — А? и (? — А? с помощью приведенной выше 
формулы. Если для упрощения положить 


В — Аз= 0? (— АЗ, 


где с и — эксцентриситеты двух эллипсов, образованных сечениями, про- 
ходящими через полуоси А, Би А, С, то для У получитея ряд следую- 
щего вида: 

— т (В -- Ту У А Ури ...), 


в котором 


__ 1 с? —- 9(е1 —- 14) -- бе? 

я ИН .. 
2 4 22 

т Зе 9е* -- 3е?1? —_ 

2-55 4.19 ) 

312 914 —- 3е242 

Г. 4 "**? 

‚ 364 бе?1? 


314 
< =аэ-...› У —= 9 ч.. = -р. 


Мы довели здесь приближение только до четвертого измерения с и +, но 
его легко вести как угодно далеко. 


Если бы сфероид был составлен из эллиптических слоев различной 
плотности, то варьируя в выражении У величины А, Б, С, а следовательно, 
также е ит, мы получили бы \ ГАУ в качестве значения У для этого 
сфероида. 

Поеле того, как значение У, таким образом, выражено в функции 
прямоугольных координат 1, 1, 2 притягиваемой точки, мы непосредственно 


ду дУ 
путем диференцирования получаем силы — 


р. 


9У! $ 


2 


ям коор- 
5 Е = по осям коор 


динат, обязанные своим происхождением полному притяжению сфероида. 


Если вместо координат х, у и г взять радиус-вектор хи два угла 
и иИу— такими, что 


д — 4 60$ \, 
1] = 751 % 51 У, 
# — 9 УТ ч 605$ у, 
то мы с помощью приведенных ниже трех частных диференциалов получим 


притяжение сфероида, во-первых, по направлению радиуса 7, соединяющего 
притягиваемую точку с центром сфероида, во-вторых, перпендикулярно 
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% этому радиусу в плоскости, проходящей через полуось А и, в-третьих, 
перпендикулярно к тому же радиусу в плоскости, параллельной той, которая 
уу : ох 
проходит через полуоси В и С. Диференциалы эти следующие: это = 3» 
т > ы 
1 9х 
а Эти формулы особенно полезны в теории фигуры земли. 
у 


ГЛАВА П. 


О РАВНОВЕСИИ НЕСКОЛЬКИХ СИЛ, ПРИЛОЖЕННЫХ В СИСТЕМЕ ТЕЛ, РАС- 
СМАТРИВАЕМЫХ В КАЧЕСТВЕ ТОЧЕК СВЯЗАННЫХ МЕЖДУ С050Ю 
НИТЯМИ ИЛИ СТЕРЖНЯМИ. 


11. Мы выше видели (п. 7), каким образом силы, действующие на 
каждое отдельное тело, каковы бы они ни были, всегда можно свести 
к трем силам Л, У, 0, направленным по трем прямоугольным координатам 
д, у, 2 самого тела и стремящимся укоротить эти координаты. 

Здесь, а также в дальнейшем, мы для простоты допустим, что все 
внешние силы, действующие на одну и ту же точку, еведены к трем силам 
А, У, ий. Таким образом сумма моментов этих сил выразитея вообще 
с помощью следующей формулы: 


Хх ах-|- Уау-- 742; 


следовательно, общая сумма моментов всех сил системы выразится с помошью 
суммы стольких аналогичных выражений, сколько имеется движущихся тел 
или точек; при этом мы будем отмечать одним, двумя, тремя,... штрихами 
величины, относящиеся к различным телам, которые мы будем называть 
первым, вторым, третьим,.... 

Указанвым путем мы получим для суммы моментов сил, действующих 
на три или на большее число тел, следующую величину: 


Х’а7’ -- У’ау’ — 2’аг' -- Х”ах” -- Уд’ РАДЕ —- Х”ат —- 
-- У’ау” | 7" =" |. ... 


Юстается еще найти условные уравнения 
Г=0, М=0, М№=0,... 


вытекающие из природы задачи. 
Если имеются Г, М, №,... или же только их диференциалы в функ- 
И 


циях 2’, 7’, 2’, %',..., ТО, взяв какие-либо неопределенные коэфициенты 
Л, в, у..., следует к приведенной выше величине прибавить члены 


лаг ьам-руам-... 


и затем отдельно приравнять нулю члены, в состав которых входит каждый 
из диференциалов 45’, у’, 42’, ах”,... (отд. 1У, п. 5). 


$ Г. 0 равновесии трех или большего количеетва тел, укреплен- 
ных на нерастяжимой нити или же на нити растяжимой и сповобной 
сокращаться. 


12. Рассмотрим прежде всего три тела, укрепленных неподвижно на 
нерастяжимой нити. Тогда условия задачи заключаются в том, что расстоя- 
ние между первым телом и вторым, а также расстояние между вторым 
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телом и третьим, остаются неизменными, так как эти расетоявия предста- 
вляют 60б0ю дливы соответствующих частей ити, заключенных между 


телами. 
Назовем первое из этих расстояний [ и второе 9; тогда мы в качестве: 


условЕых урзвневий имеем 
АГ =0, 49=0; 
следовательно, 
АТ, =аг, ам ==а4, 
И общее уравнение равновесия рассматриваемых трех тел будет иметь 
следующий вид: 
Х’ах" - У’ау’-Н 2’аг2' - Х’ах” — Уд” + 2“а2” 
—|- Х”"ах” -- У’ау” -- 7 а” -- Л арЪ-- о, 49 — 0. 

Но легко видеть, что 

г=У УЕ 

= У "=. 


Следсвательно, путем диференцирования, мы получим 


др — аа ат) Ру у) и а)" га’ 4) 
Г 
99 __ (=/” __ д”) (40 __ 4х”) — (у —___ 1/") (ау —__ Чу”) -- (2”"' _—_ 5”) (= —___ 42”) , 
— | 


подставляя эти значевия, получим девять следующих уравнений, которые 
и представляют собою условия равновесия нити 


И ди 
ХИ = 0, 
7 
УИ 0 
Е ® 
8 — 2’ 
или И И 
ХИ т т 0 
т Г Уи” 
По аи ИИ о 
УЕ АЯ = вт с" — 0, 
и 27" — в" 
А _ь = =0; 
ол 
ХИ =0, 


И М 
у у — чу 
У’ = 0, 


=!!! 2// 
в —& 


ИНЬ р — 0; 


остается еще исключить из этих уравнений две неизвестных величины ^. 
и в. Это может быть выполнено различными путями, которые в результате 
и дадут для равновесия трех тел, укрепленных на нити, различные или же 
различно выраженные уравнения. Мы изберем тот метод, который пред- 
ставится наиболее простым. 
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Мы видим, прежде всего, что если первые три уравнения соответ- 
ственно прибавить к следующим трем, а затем к последним трем уразвне- 
НИЯмМ, ТО получатся следующие три уравнения, свободные от неизвестных 
лиш: 


Х/ — А” Хх!” — 0, 


у’ -- У’ у” — 0, 
7’ —|- ит —|- я” — 0. 


Эти уравнения показывают, что суммы всех сил, параллельных каждой из 
трех осей координат, должны быть равны нулю; они представляют собою 
случай общих уравнений, найденных в отделе Ш, 68 1. 

Остается еще найти другие четыре уравнения; для этой цели, отвлек- 
шись от первых трех уравнений, я прибавляю средние три уравнения соот- 
ветственно к трем последним и получаю нижеследующие уравнения, 
в которые уже не входит и: 

—а 


, р 2! 
АА” А 


УИ }”/” Ч) К =” — 0, 
ИНН о, 


—0, 


м которые по исключении Х дают два следующих уравнения: 
у. у” 9" — 9" (ХЕ Х") —=0 
—и-и (А А) =0, 


п >! 


77 з —& и 7! 
НИ — ия (АИ Х") =0. 
Наконец, рассмотрев отдельно три последних уравнения, содержащих 
в себе только у, И исключив эту величину, мы получаем следующие два 
уравнения. 


И! и 
}””" у —7 \”” 0 
77. и < —_х$, 

Я; НЙ 
М В, 

и = —2 М! 0 

4 — ут р и — ® 
И Я 


Приведенные семь уравкений *) содержат в себе условия, необходимые- 
для равновесия трех тел; а если их прибавить в уравнениям, выражающим 
условие, что { и д предетавляют собою определенные заданные величины, 
то мы получим достаточное число уравнений для определения положения 
в пространстве каждого из тел. 

13. Если бы нить, которую мы все еще представляем себе нерастя- 
жимой, была нагружена четырьмя телами, которые находились бы под 
действием соответствующих сил Х’, У’, ’; Х", У", &", Х",..., напра- 
вленных по трем осям прямоугольных координат, то с помощью аналогич- 


г) Нетрудно заметить, что эти семь уравнений являются в известной мере 
очевидными а рг1от и что их можно было бы написать, не прибегая к принципу 
виртуальных скоростей. Но Лагранж не ставит себе целью трактовать каждый 
отдельный вопрос наиболее простым путем; он желает лишь показать, каким 
образом можно сделать ненужным специальное рассмотрение каждого отдельного 
<лучая и свести статпку к простому механизму исчиеления. Впрочем, Лагранж 
никогда не утверждал и не собирался утверждать, что именно таким путем следует 


подходить к изучению механики. Прим Бертрана 
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ных приемов, которые мне представляется излишним Повторять, мы полу- 
чили бы девять следующих уравнений для равновесия этих четырех тел: 


ХХ" -- ХИ хм — 0, 


у’ + у” -- у” -- у — 
И и АЖ - У — 0, 
у у” 1. уму — — ии, (ХЕ А -- Х!) = —0, 


ИИ У — = — ии (ХЕ Хх" ХУ) — 0, 
у" уу — у, И, 5 (Х” Ех" — 0, 
И ИУ — Щи и г 2 (Хх Х) = — 0, 


ТУ 
НУ У" У 
м, А” = 0, 


ТУ —ы, 
У — 2”! 
У у > 7 У 
д — ДУ — Х —- 0. 


Теперь легко распространить указанное решение на какое угодно число 
тел и даже на случай цепной линии; однако этот последний случай мы 
рассмотрим 06060, пользуясь при этом методом, изложенным в & П преды- 

„дущего отдела. 

14. Можно было бы получить решение, более простое в некоторых 
отношениях, если бы с самого начала ввести в исчисление неизменяемость 
раестояний |, 0,. 

Так, если ограничиться случаем трех тел и назвать У, Ф’ углы, обра- 
зуемые линиями [ и 09 с плоскостью т, у, и, ©'’— углы, образуемые 
проекциями этих линий на ту же плоскость с осью г, то мы будем имель 


2" — г’ = [0050 005%, у” — У’ = [5 0005, 2” — 2" == [т 


2 — 9” = 9608 9’ 05%’, У” — у” = от 9’ 608, 2” — 2" — д5шу’ 


Подставив значения 2”, у”, 2”, м", у", 2”, выведенные из этих уравнений, 
в общую формулу равновесия трех тел 


А’ах’- У’ау’ -- аз’ -- Х”алх” уУ’ау’- ’аг” 
—- Х т." —- У’ау” —- а" — 0 
и варьируя величины 5’, 9’, 2’, ©, ©’, %, %', вариащии которых остаются 


неопределенными, и также, приравняв отдельно нулю величины, умножаю- 
щиеся на каждую из этих вариаций, мы получим семь уравнений 


НАНА” = 0, ОУ У 0 ИНИ-НИ = 0 
(И А”) зте— (У”-- У”) с0озо==0, 
А” шо’ — У" с08%' ==0, 
(ХУ Х”) воз о зто (У’- У”) зто те — (7-Е 7") в0$% = 0, 
Х”” с0$ ©’ зто’ -- У” Ча о’ то” —  с08%' = 0, 


из которы первые пять прямо совпадают с теми уравнениями, которые 
были найдены в пункте 12 путем исключения неопределенных величин / и 
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и, а последние два уравнения легко сводятся к упомянутым выше, если с: 
помошью четвертого и пятого уравнения исключить 1/” и 1. 

Но если се помощью указанного приема мы быстрее приходим к окон- 
чательным уравнениям, то это объясняется тем, что мы прибегаем к пред- 
варительному преобразованию переменных, которое включает в себе условные 
уравнения; при непосредственном же применении уравнений с неопреде- 
ленными коэфициентами, как в пункте 12, решение задачи сводится 
к чистой технике расчета. Сверх того, как мы сейчас увидим, благодаря 
этим коэфициентам мы в данном случае получаем значение сил, которые 
должны выдержать стержни [ и д веледствие сопротивления, оказываемого 
ими растяжению. 

15. Если бы мы пожелали, чтобы первое тело было закреплено ненод- 
‘вижно, тогда диференциалы 45’, 4’, 42’ были бы равны нулю и члены, 
связанные с этими диференциалами, само собою исчезли бы в общем 
уравнении равновесия. Тогда первые три уравнения пункта 12, а именно 

По ИГ ии ый 
ХША = 0, ШАР 0, ИА 0, 
уже не имели бы места; вследствие этого и уравнения 
А -- ХХ” —- ХХ” — 0, у’ -- у” -- у” — 0, - 7” и” — 0, 


отпали бы, но все остальные уравнения остались бы без изменения. Как 
видим, этот случай имеет место, когда нить неподвижно закреплена в одном 
из своих концов. 

Если бы вить была закреплена в обоих своих концах, тогда мы имели 
бы не только 42’ =0, 4/'’=0, 42’ =0, во сверх того и 4х” =0, 4у” =0, 
42” —=0; члевы, связанные с этими шестью диференциалами в общем 
уравнении равновесия, исчезли бы, а следовательно, отпали бы и шесть 
связанных с ними частных уравнений. 

Вообще же, если бы 06б& конца нити не были вполне свободны, но 
были бы прикреплены к двум точкам, движущимся согласно определенному 
заданному закону, то этот закон, выраженный аналитически, дал бы одно 
или несколько уравнений между диференциалами 45’, 4у’, 4г’, относящи- 
мися к первому телу, и диференциалами 4х”, ау”, 42", относящимися ко 
второму телу. Эти уравнения, помноженвые каждое соответственно на 
новый неопределенный коэфициент, следовало бы прибавить в найденному 
выше общему уравнению равновесия; или же можно было бы подставить 
в это общее уравнение значение одного или нескольких из этих диферен- 
пиалов, полученные из упомянутых уравнений, и затем приравнять нулю 
коэфициенты каждого из оставшихся диференциалов, как это было сделано 
выше (п. 14). Так как здесь не возникает никаких трудностей, то мы на 
этом больше останавливаться не будем. 

16. Лля того чтобы определить силы, получающиеся веледствие реак- 
ции нити на различвые тела, следует только воспользоваться методом 
указанным для этого в предыдущем отделе (п. 5). 

Примем в соображение, что в настоящем случае мы имеем 


Г = ад = О И аа) И И И ЧУ г) Ч 42) 
[4 р 
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Следовательно: 
1) По отношению в первому телу, координаты которого равны #’, У’, 
2’, мы имеем 


9Г, д” — м’ Г, у“ — у’ 0 __ 8" — 2’ 


О Е’ 
поэтому 


Таким образом первое тело благодаря действию остальных приобретает 
силу, равную ^, направление которой перпендикулярно к поверхности, 
представленной уравнением 4.Г, = 4/==0, если просто варъировать 2’, У’, 
2’; но легко видеть, что эта поверхность представляет собою не что иное, 
как сферу, радиус которой равен Г и центр которой имеет своими коорди- 
натами 2”, /”, 2”; таким образом сила ^ будет направлена по этому самому 
радиусу, т. е. по направлению нити, соединяющей первое и второе тело. 

2) То же самое мы имеем по отношению ко второму телу, координаты 
которого равны 2", У", 2". 


9.1. х"”—х 0Г _ Уфу 0 2" — 2’. 


де" Ср ду" — Ср › 927 — Е ; 


поэтому 
о № (0, 9} Тау. 
У (=) я) (в) = Не 


отсюда следует, что и второе тело получит силу ^, направленную перлен- 
дикулярно в поверхности, уравневие которой 4.Г, = 4/ =0, если варьировать 
>’, У", 2”; эта поверхность опять-таки представляет собою сферу, радиус 
которой равен [, но центр имеет своими координатами 2’, У’, 2’, т. е. 
координаты первого тела; таким образом сила ^, действующая на второе 
тело, будет тоже направлена по нити [, соединяющей это тело е первым. 


3) Далее, по отношению ко второму телу, мы имеем еще 


ага" ом’ ом ти 
0" 99 ’ 020 - 9 *” 
следовательно, 


9М \? ОМ \? 91? 

У (>=) + (5) (62) =1 
Таким образом второе тело будет испытывать еще давление со. стороны 
силы, равной ', направление которой будет перпендикулярно к поверхности, 
выраженной уравнением 49==0, если варьировать 2”, у", 2”; эта поверх- 
ность будет представлять собою не что иное, как сферу, радиусом которой 
является 9; отсюда следует, что сила и будет ваправлена по этому радиусу, 

т. е. по линии, соединяющей второе тело с третьим. 
Такие же рассуждения можно применить по отношению к другим телам 

и притти к аналогичным выводам. 

`17. Яено, что сила \, вызванная в первом теле по направлению нити, 
соединяющей это тело со следующим, а тавже сила, равная ^Х, но противо- 
положно направленная, — действующая на второе тело по направлению 
той же нити, не могут быть ни чем иным, как силами, получившимися 
в результате реакции нити на оба эти тела, т. е. напряжения, испытывае- 
мого частью нити, содержащейся между первым телом и вторым, так что 
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коэфициент ^ выражает величину этого натяжения. Точно также коэфициент 
„ выражает напряжение части нити, содержащейся между вторым телом 
и третьим, и так далее. 

Впрочем, при разрешении настоящей задачи мы молча допускали, что 
каждая часть нити не только нерастяжима, но и неспособна сокращатьея, 
так что она сохраняет повсюду одну и ту же длину; следовательно, силы 
^, и)... выражают напряжения только тогда, когда они положительны и 
стремятся сблизить тела; но если бы они оказались отрицательными и 
стремились удалить тела друг от друга, то они скорее выражали бы те 
сопротивления, которые нить должна оказывать телам благодаря своей 
жесткости или несжимаемости. 

18. Лля того чтобы подтвердить доказанное нами выше и одновременно 
показать новое применение нашего метода, предположим, что нить, на 
которой укреплены тела, упруга по направлению своей длины и способна, 
удлиняться и укорачиваться, и допустим, что РЁ, С(,... представляют собою 
силы сокращения соответствующих частей |, 9,... нити, содержантихся 
между первым телом и вторым, между вторым телом и третьим, и так далее. 

На основании сказанного в пунвте 9*) отдела П ясно, что силы Е, 
(т,... дадут моменты РаЁ-Р а 49--.... 

Следовательно, эти моменты следует прибавить к тем, которые полу- 
чаются вследствие действия внешних сил и выражающиеся, как мы видели 


выше (п. 11), следующей формулой: 
Х’ а -- у’ ду’ + 7’ 42’ —- хи 4х” —- у ду" -- 27 42” —- Хх” дл -- 
-- у” ду" -- И" де" -- ..., 


после чего мы будем иметь общую сумму. моментов системы. Поскольку 
©верх того не имеется никаких особых условий, которым должно быть 
подчинено расположение тел, мы получим общее уравнение равновесия, при- 
равняв просто рассматриваемую сумму нулю; следовательно, мы будем иметь 


Х’ах ф Уау’ + Гаг -- Х’ах - У’ау’- баг Х"ах" + 
== У”’ау” --. "аз" — ... = Е аР-- а а9-- ... —0. 
Подставив сюда найденные выше (п. 12) значения а, 49,...и при- 
равняв нулю суммы членов, связанных с каждым из диференциалов 4х’, 


4у’,..., мы получим следующие уравнения для равновесия нити в рас- 
сматриваемом случае: 


Им п __ И пУР 
Хр О И И |, 
| | 9 
Мои Ио М от 
И : У —0, у’ р я У 7 г у — 0, 
По Пр Г ет 
ИЕ = , ат =, 


и 


р 2” 
ха =0 


у” + С у" — у" — 0, 


*“) Для исчисления этих моментов было бы лучше отослать читателя к пункту . 
4 отдела П; там можно найти доказательство указанного здесь результата. Что же 
касается пункта 9, то мы уже отметили, что он предполагает применение видоиз- 
мененной терминологии, что связано с известными неудобствами. Прим. Бертрана. 


7 Зак. 224. Анапитическая механика. 
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эти уравнения аналогичны тем, которые были получены в п. 12 для случая 
нерастяжимой нити, если положить Х = Ё, в =, .... 

Отсюда ясно, что величины РЁ, С(,...,*), выражающие в настоящем 
случае силы в нитях, о которых мы предположили, что они упруги, явля- 
ются теми же величинами, которые мы нашли выше (п. 16) для сил тех 
же нитей — в предположении, что они нерастяжимы. 

19. Вернемся еще к случаю нерастяжимой нити, нагруженной тремя 
телами, но в то же время предположим, что среднее тело может переме- 
шаться вдоль нити; в этом случае условие задачи будет заключаться 
в том, что сумма расстояний между первым телом и вторым и между 
вторым телом и третьим — остается неизменной; следовательно, если мы 
эти расстояния попрежнему назовем ри 09, мы будем иметь {-- д == 015% 
и, следовательно, аЁ-- 49 =0. 

Умножим диференциальную величину @Ё-- 49 на неопределенный 
коэфикиент ^ и прибавим его к сумме моментов различных сил, которые 
согласно допущению действуют на тела; это даст нам следующее общее 
уравнение равновесия: 


Х’ал —- У’ау’ | 7’аг2’ -- Х’ах” —- У’ау” = б’аг” Х”ат” -- 
—- У’ау” баг” л (ат 49) — 0; 
откуда (подставив значения 4 и 49 и приравняв нулю сумму членов, 


в состав которых входит один и тот же диференциал ах’, ау’,...), мы 
получим следующие уравнения равновесия нити: 


Е 
у в —0, 
ИФА = —0, 
и 
У" У) 0 
ие 
ХА —0, 
НУ 0, 
0, 


из которых придется лишь исключить неизвестную величину ^. 

Отеюда ясно, как следует поступать в том случае, когда имеется 
большее количество тел, из которых одни закреплены неподвижно на нити, 
а другие могут свободно перемещаться по ней. 


*) А рг101{ ясно, что это должно быть так, и если Лагранж не отмечает этого 
обстоятельства, то это объясняется соображением, указанным выше (п. 12). В самом 
деле, понятно, что если равновесие однажды установилось и нить приняла извест- 
ную длину, которая уже больше не изменяется, то безразлично, была ли эта длина 
подчинена условию, что она должна оставаться неизменной, или же нет. 

Прим. Бертрана. 
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$ П. 0 равновесии трех или большего чиела тел, укрепленных 
на негибком и. жестком стержне. 


20. Предположим теперь, что три тела соединены между собою с по- 
мошью негибкого стержня таким образом, что они все время должны 
сохранять неизменными свои взаимные расстояния; в этом случае должны 
иметь место не только равенства 4—0 и 49=0, но и диференциал 
расстояния между первым телом и третьим, который мы обозначим через 
й, тоже должен быть равен нулю; следовательно, если взять три неопре- 
деленных коэфициента ^, 1, у, то получится следующее общее уравнение 
равновесия: 

Х’ах’ -- У’ау’ -- 2’аг’ - Х’ах” -- У’ау" -- "а"  Х"ах” 
—- У’ау" -- "а" - Хаг-Е в 49-4 = 0. 
Значения 4ЁР и 49 были уже даны выше; что касается значения @й, 
то ясно, что | 
1// 7 ИГ / ИГР 7 
ВУ” — а" 
и, следовательно, 
ОФ (= — 2’) (4х"' — 4%’) -- (у — у”) (ау! __ ау”) -- (="' — 2) (а=”' —_ 42’) 
рф ГБ д нннлднщпт,д 22 


Произведя эти подстановки и приравняв нулю суммы членов, в состав 
которых входят каждый из диференциалов 45’, 4у’,..., мы получим 
следующие девять частных уравнений: 


и Г 
К И о, 
"— 9)" — у" 
У’ —0 
р ) 
, ) иг. 2’ 2"! 2 
7’ — — У —=0 
Г й ? 
д" — п 2" — д“ 
ХА — м , 
9 
И у И РА 
ИУ ТУ 
Е 3 
Е ) 2" — 2! 2"! ый 2" 0 
ПР 9 ху, 
ИГ И а’ 
ХИ, хх —#_ 0 
9 1 ” 
Ур у" — 9” +, у” — у’ —0 
9 й 
27 — 2" 277 2 
р = ) 


из которых следует исключить три неизвестных неопределенных величины 
Х, в, у, в результате чего для условий равновесия останется только шесть 
уравнений. 

21. Прежде всего из самого вида этих уравнений явствует, что если 
три первых уравнения сложить сооответственно со следующими тремя 
уравнениями и затем с последними тремя, то мы тотчас же получим ниже- 
приведенные три уравнения, свободные от ^, фь, \, 


ХИ Хх" Х”” — 0, 
у’ —- у" + У”” — 0, 
и -- 77 - ИТ — 0. 


| * 
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Ничего нет легче, чем найти еще три других уравнения для исклю- 
чения ^, и, у; однако для того, чтобы этого достичь наиболее простым и 
наиболее общим способом, я из уравнений предыдущего пунЕта сначала 
вывожу следующие девять преобразовавных уравнений: 


Ху __ У’ —_) у’ __ 2’ у” у уг" __ 2’ —0 
Г о 
РыР т И Г" д" 
Х/ 2’ — 74’ а т = 0, 
Гай ам ГА ам ыМ 
У’2’ — 7’ я И 0, 
Х”у п__ ут -- } уг” _^ у” в уж" __ "у" —0 
Г 9 ” 
Хх ", г ти + } 270" — 50’! в ас"! — ва”! —0 
Г 9 — 
ТГ о’ Г ПОМИ а 
у”2” —__ у” НА и —и и 0, 
Хх тут —__ у + ы у" _—__ "у" + У у’ __ ду" —0 
9 р , 
ао" — м" аж" — а’ 2"" 
Хх" а" __ РАМ д" -- т С + у ; — 0, 


, И 2"у"" — ут" 2" — 2 
У" 7 у" иль м —0. 


Последние, как видим, аналогичны первоначальным уравнениям и совер- 
шенно так же путем простого сложения дают следующие три уравнения: 


Ху’ —__ У’ -- Ху” __ Ух” -|- Ху" __ Ух” — 0, 
ХХ '2' —___ т’ | ХХ” _— Я’ —- Хы" —___ Я" — 0, 
У’2’ —__ С/у’ —- У”=” —__ у" = у” ___ у" — 0. 


Три найденных выше уравнения показывают, что сумма сил, параллель- 
ных каждой из трех осей координат, должна равняться нулю, & три най- 
денные только что уравнения содержат в себе известный закон моментов 
(если под моментом понимать произведение силы на соответствующее ей 
плечо рычага), согласно которому сумма моментов всех сил, под влиянием 
которых тело стремится вращаться вокруг каждой из трех осей, должна 
равняться нулю. Таким образом приведенные шесть уравнений прехста- 
вляют собою лишь частные случаи общих уравнений, данных в отделе Ш, 
ти. 

22. Если бы первое тело было неподвижно, то лиференциалы 4х’, ду’, 42’ 
были бы нулями и первые из девяти уравнений пункта 20 отпали бы; сле- 
довательно, в этом случае у нае осталось бы только шесть уравнений, ко- 
торые по исключении трех неизвестных величин ^, и, у свелись бы к трем. 

Для того чтобы получить эти три уравнения, можно воспользоваться 
тем же приемом, какой был применен для нахождения трех последних 
уравнений в предыдущем пувркте; для этого следует повести дело таким 
образом, чтобы преобразованные уравнения уже не содержали в себе не- 
определенных величин ^ и у, которые входят в первые три уравнения и 
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от которых мы теперь должны отвлечьея; а этого можно достигнуть 
с помошью следующих преобразованных уравнений: 


я И ам) ай) "я 
ХУ") - —=0, 
Х” (2"— 2”) — ИТ (а — д’) — С, (2” — 2’) (м — =”) — (м”— =’) (2"'— 2") —0, 
у (г __ г”) ри и" __ у) в (" — 2) (у — 9) = (и — 9”) (#" — =") — 0. 

ИМ ОМИ о ОИ бр ри (у — 9’) (" — =") — в" — =) (у — у“) __ 
АУУ) Мф Ьь р —=0, 

Ты у ИИ ГАИ Л (= — 2”)(" — =") —(х”" — 2) (2 — =") __ 
Хх” (2 2’) —{”(х 2” —0, 
у*" (2" __ 2”) ит (у —__ у’) + о, (=” — 2’) (у — у”) — (у — у’) (= — 2”) —=0: 


если мы теперь сложим соответственно три первых уравнения с тремя 
последними, то тотчас же получим нижеследующие три уравнения: 


Х” (у” —_—_ у’) __ у" (х’ —__ д”) —- ХХ” (у —__ у’) —___ у”” (х” _—_ 5’) — 0, 
Хх” (2” — 2”) —__ Я“ (х” — д”) | Хх“ (2” — 2”) __ 7” (х” __ х’) — 0, 
у” (2” — 2’) __ р (и’ ИИ у”) —- у” (2” __ 2”) —__ ут (у —___ у”) — 0, 


которые всегда будут иметь место независимо от состояния первого тела, 
так как они не связаны с уравнениями, относящимися к этому телу. Эти 
уравнения, как видим, содержат в себе тот же принцип моментов, но 
только по отношению к осям, проходящим через первое тело. 

23. Предположим, что имеется еще и четвертое тело, укрепленное на 
таком же негибком стержне; пусть его прямоугольные координаты будут 
ЛУ, ИУ, 2 и силы, параллельные этим координатам, ХГУ, У, И. 

В таком случае к сумме моментов сил следует прибавить величину 


ХГажу -- Уд и ИРа=хУ. 


Далее, так как расстояния между всеми телами должны оставаться неиз- 
менными, то по условиям задачи мы имеем не только 4/=0, 49=0, 
4 = 0, как это было в предыдущем случае, но и 41=0, 4т==0, 4п-=0, 
если через [, тж, п назвать расстояния четвертого тела от первых =рех. 
Таким образом в данном случае общее уравнение равновесия будет 
таково: 


Х’ах" -- У’ау' -- 7/42’ -- Ха” + У’ау" -- Яд" + Ха" Е У’ ду” -- 
-- Иа" ии Хау |. ума -|- ЯГМа=У —- А аг-- и 49 — у й -- Ф -- 
8 Нрат-Е с 4п = 0. 


Значения ДГ, 49, ай здесь те же, что и раньше; что касается значений 
Ц, ат, дп, то яено, что 


[УЕ 
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а следовательно, 


1— @\ — =) (@ау — а’) -- (ИУ — у’) (ву — 4’) + (ау — =/) (ау —аг') 
— УТ ) 
ат — У — 2) (у — аа”) + ИУ — "(ау — ду) (ау — «Иа — а" 
т 
да — 1—2 (ау — аа") | у — утих — ду) | (ау — г"аяу — 42") 


У) 


+ 


Произведя эти подстановки и приравняв нулю суммы всех членов, в состав 
которых входит каждый из диференциалов 45’, 4у’,..., мы получим 
двенадцать частных уравнений, из которых первые девять будут тожде- 
ственны с уравнениями пункта 20, если к их первым членам соответевенно 
прибавить следующие величины: 


У — 5’ ЛУ — 9" 21 — 2! 
1 ? | ) | , 
У — 2” ДУ — 9” У — 2” 
Рот Рт т 
ТУ — ТУ ии 21У — 2" 
Мое — Роли ЛВ О, рыли 
у УГ) у 
последние же три уравнения будут следующие: 
ТУ — д’ ТУ — ж”* У— эх” 
ту о —® ие 2 2 —__ 
ТУ у у’ у у у / . 
о и о, 
м. —2/ У — 2” У — 2" 
У ы с. [о — 
ое 


24. Так как мы здесь имеем всего двенадцать уравнений и шесть 
неопределенных величин \, ц,, у, ®,0, с, которые подлежат исключению, то 
‘для условий равновесия у нас останется только шесть уравнений, как это 
было раньше в случае трех тел. Пользуясь методом, аналогичным изложен- 
ному в пункте 21, мы найдем следующие шесть уравнений, аналогичные 
уравнениям, приведенным в упомянутом пункте: 


ХХ’ -- ХХ" —- Хх” —- ХУ — 0, 
у’ | у’ у” —- УТУ — 0, 
РНИИ 2" И" —=0, 
Ху ___ У’! -|- Ху" __ У НХ" —__ у” —- ХР —__ УТУ ту — 0, 
Х '2' ___ РАВНА -- Ха” —__ Я -- Хм" —__ РАЕН -- ХИ У __ ГАЯ — 0, 
у’2 __ у’ —|- У”2” — бу” -- у” а” ___ Пу” УМУ — ум —0. 
Три последних уравнения можно заменить тремя нижеприведенными 
уравнениями, которые можно получить, пользуясь приемом, увазанным 
в пункте 22; эти уравнения, не будучи связаны с уравнениями, относящи- 


мися в первому телу, имеют то преимущество, что они всегда сохраняют 
свою и от состояния указанного тела, 


Х” бу" — — у’ (2 — —2’) —- Хх И! (у” — 1’) — у, (—2 2 
-- (фу) — У" — #2) =0, 
Хх” (= — —_/”’ (х”’ — 1’) | Хх” (г — =’) — и” р 1 ”) -- 
-- ХМ (2—2 о 2 (У — д) == 0, 
у” (2” —___ 2”) —__ 7’ (у’ — у ’) | у” (г — и” (у” —_ у”) -|- 


и у, 


РАЗРЕШЕНИЕ РАЗЛИЧНЫХ ПРОБЛЕМ СТАТИЮИ 103 


25. Отеюда уже видно, как следует поступать для того, чтобы опре- 
делить условия равновесия любого числа тел, укрепленных на негибком 
стержне или рычаге. Вообще ясно, для того, чтобы взаимное положение 
тел оставалось неизменным, достаточно, чтобы взаимные расстояния между 
первыми тремя телами оставались постоянными и чтобы расстояния каж- 
дого из остальных тел от первых трех тоже оставались неизменными, — 
так как положение любой точки всегда определяется расстоянием этой 
точки от трех заданных точек. Следовательно, по отношению к каждому 
новому телу, которое прибавляется на рычаге, надо применить те же самые 
рассуждения и те же самые операции, какие были применены в п. 23 по 
отношению к четвертому телу; каждое из них даст три новых частных 
уравнения с тремя новыми неопределенными величинами, подлежащими 
исключению; таким образом окончательные уравнения всегда будут пред- 
ставлены в таком же количестве, как и в случае трех тел, и они будут 
иметь тот же самый вид, как и те уравнения, которые мы нашли в пре- 
дыдущем пункте. 

Впрочем, ясно, что эти уравнения содержатся в тех уравнениях, 
которые были найдены нами в общем случае в п. 8 и 9 отд. Ш для 
равновесия любой свободной. системы тел. В самом деле, так как велед- 
ствие несгибаемости стержня расстояния между телами не могут изме- 
няться, то отеюда следует, что равновесие будет иметь место, если будут 
уничтожены поступательные и вращательные движения; следовательно, 
исходя уже из одних этих соображений, можно было бы предыдущую 
задачу разрешить на основании формул, приведенных в указанных выше 
пунктах; нам, однако, показалось в данном случае небесполезным дать 
непосредственное решение, основанное на частных условиях задачи. 


8$ ПЕ 0 равновесии трех или большего чиела тел, укрепленных 
на упругом стержне. 


26. Рассмотрим снова случай трех тел, соединенных между собою 
стержнем, и предположим сверх того, что в точке, где находится второе 
тело, стержень обладает упругостью — в том смысле, что расстояния от 
упомянутой точки до первой и последней остаются неизменными, но угол, 
образуемый линиями соединения среднего тела с двумя другими телами, 
может изменяться и что действие этой упругости заключается в увеличении 
указанного угла, а следовательно, в уменьшении внешнего угла, образуемого 
одной из сторон и продолжением другой. 

Назовем Ё силу упругости*) ие внешний угол, который эта сила 
стремится уменьшить; момент этой силы выразится через Е ае (отд. П, п. 9), 
так что сумма моментов всех сил` системы составит 


ХХ 'ат” —- У’ау’ —- йа -- Х’ах” -- У’ау’ -- аг” -[- 
—- Х”ах” -- У”’ду” -- Я” дг | Е де. 


*) Слово сила отклоняется здесь от своего обычного значения. Лагранж счи- 
тает очевидным, что если совокупность сил, вызванных упругостью, имеет сумму 
моментов равную нулю, когда угол е является неизменным, то эта сумма может 
вообще считаться пропорциональной 4е; он выражает ее тогда через Еде, где Е 
представляет собою силу только в том случае, если принять условие, указанное 
з пункте 9 отд. П. См. примечание к этому пункту (етр. 34). Прим. Бертрана. 


104 СтТАТИКА 


Но условия задачи здесь те же самые, что и в п. 129, т. е. д/=0 
и 49 =0, поэтому мы имеем следующее общее уравнение равновесия: 


Х’ах’ У’ау’ = баг’ -|- Х’ах” -- Утау” -Е "аг" 
-- Х”"ад" У’ду” + 2" аг" Е де Хх аТ-- в, 49 == 0. 
Здесь остается только подставить значения 4е, 4, 49. Значения аЁР и 49 
остаются теми же, что и в упомянутом выше пункте. 
Для определения значения 4е заметим, что если обозначить через й# 
прямолинейное расстояние между первым телом и третьим, то в треуголь- 


нике, имеющем своими сторонами [, 9, №, угол, противолежащий стороне 
й, составит 180°— е; следовательно, на основании известной теоремы мы 


имеем 
№ 

219 

откуда путем диференцирования можно получить значение 4е; но так как 

согласно условиям задачи мы имеем 


АГ =0 и 49=0, 


— 6086 —= 


то достаточно варьировать е и й, в результате чего получится 


р АР 
це = —=——. 
Тазте 
Если это значение подставить в предыдущее уравнение, то легко убе- 


диться, что оно получит тот же вид, что и общее уравнение равновесия 
в случае, рассмотренном в пункте 20, если только в последнем положить 


—/ 


= — еще" Таким образом и частные уравнения будут в обоих елу- 


чаях одинаковы — с тем единственным отличием, что в уравнениях упомя- 
нутого пункта величина у является неопределенной и, следовательно, 
подлежит исключению, между тем как в расематриваемом здесь случае эта 
величина представляется вполне известной *) и исключению подлежат лишь 
две неопределенных величины ^ и ц; тавим образом в последнем случае 
остается налицо одним окончательным ‘уравнением больше, чем в упомя- 
нутом выше случае, т. е. семь окончательных уравнений вместо шести. Но. 
так как, независимо от того, является ли величина у известной или нет, 
ничто нам не мешает исключить ее вместе с другими величинами / и в, то. 
ясно, что в настоящем случае мы имеем те же самые уравнения, какие 
были найдены вами в пунктах 21 и 22; а для того, чтобы получить седь- 
мое уравнение, нам достаточно будет исключить ^ из первых трех урав- 
нений, или же из последних трех, входящих в состав девяти частных 
уравнений пункта 20,— и затем вместо у подставить его значение 
Е 


_ Газше" 
27. Впрочем, если бы мы в значении 4е не пожелали принять а/ в 
49 равными нулю, то мы имели бы выражение следующего вида: 


р - АаГ-- Ва, 


Ра в1ше 


де —= — 


*) Для того чтобы у можно было рассматривать как известную величину, 
необходимо, чтобы Е ие были тоже известными величинами; однако в действитель- 
ности этого нет: А является неизвестной функцией е и не поддается прямому 
пределению. Прим. Бертрана. 
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где А и В авляютея функциями [, 9, й, зте. В этом случае три 
члена Е 4е- \ ар-- в 49 общего уравнения приняли бы следующий вид: 
УХ 
— 4 --(ЕА--^) а -- (ЕВ-- в) ад. 


— Рзше 
Но так как \ и в являются двумя неизвестными величинами, то ясно, что 


вместо них можно подставить = РА, в = ЕВ, в результате чего приве- 
денная величина получает следующий вид: 


ай --хаг-ь 49, 


— Рвше 

как если бы Гидв выражении для 4е были постоянными величинами. 

Если бы с помощью упругих стержней было связано друг е хругом 
большее количество тел, то уравнения, необходимые для равновесия этих 
тел, можно было бы найти, пользуясь тем же способом. И вообще наш 
метод дает всегда с одинаковой легкостью условия равновесия системы 
тея, связанных между собою любым образом и находящихся под действием 
каких угодно внешних сил. Расчет ведется, как мы видим, всегда едино- 
образным способом, что следует признать одним из главнейших преиму- 
ществ этого метода. 


ГЛАВА Ш. 


О РАВНОВЕСИИ НИТИ, ВСЕ ТОЧКИ КОТОРОЙ НАХОДЯТСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 

КАКИХ-ЛИБО СИЛ, И КОТОРАЯ РАССМАТРИВАЕТСЯ КАК ГИБКАЯ ИЖИ 

НЕГИБКАЯ, ИЛИ УПРУГАЯ, И В ТО ЖЕ ВРЕМЯ — РАСТЯЖИМАЯ ИЛИ 
НЕРАСТЯЖИМАЯ. 


28. Здесь представляется уместным применить тот метод, который мы 
изложили в 8 П отдела ГУ. 

Для большей простоты мы будем всегда предполагать, что все внеш- 
ние силы, действующие на каждую точку нити, сведены к трем силам Х, 
У, 7, направленным по прямоугольным координатам х, У, 2 этой точки. 
Следовательно, если мы назовем т элемент этой нити, который 
пропорционален элементу 45 кривой линии, умноженному на толщину нити, 
то для суммы моментов всех указанных сил по отношению ко всей хлине 
нити мы получим следующую интегральную формулу (отд. ТУ, п. 12): 


№ (Ха -- УЗИ -Ё 252) ат; 


а так как величина Х 6х | Уд2 7062 представляет собою не что иное, как. 
величину Рар-|- 949--.Ва’--... (п. 1), преобразованную для того елу- 
Чая, когда силы Р, (9, В,... таковы, что эта величина поддается интегри- 
рованию, то, назвав П ее интегралом, мы получим, как в пункте 25 отдела [У, 


Х 6х -- Убу- 282=81, 
и сумма моментов выразится через МП ат. 
$ Г. 0 равновесии гибкой и нерастяжимой нити. 


29. Рассмотрим сначала случай совершенно гибкой и нерастяжимой 
нити. Так как элемент 45 кривой, образуемой нитью, выражается через 


Уд? -- а аг, 
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то ввиду условия нерастяжимости нити необходимо, чтобы 4$ было постоян- 
ной величиной и, следовательно, чтобы но отношению к каждому элементу 
нити имело место следующее неопределенное условное уравнение: 6 4$ =0. 
Поэтому, если мы 04$ умножим на неопределенную величину ^ и возьмем 
полный интеграл, то мы получим № /5 45; если у нас сверх того никаких 
условных уравнений не имеется, то мы получим общее уравнение равно- 
весия, если приравняем нулю сумму двух интегралов ®5П 4 и ® ^8 45. 

Но так как 48 = Уд? - ду? 42, то путем диференцировакия 
в смысле 6 мы получим 


548 — __ 28а -- даузау-- 42342. 


48 ) 
следовательно, 


Мова = А важ -- Мл вау -- В “2 842; 
переменив 64 на 46 и проинтегрировав по частям — с тем, чтобы избавиться 


от символа @ перед 9, на основе правил, изложенных в пункте 15 отдела 1У, 
мы получим следующие РС разованные ринои 


— Зав, 


5 ву" — ^/ 6. .. у’ — Ма м, 


Зе вах —л” 2” 5 В. 


я 


а и 
Ул Ч вау =» и 


\. ас 


Я 542 =" и ваты, 


Таким образом ты уравнение равновесия приобретет следующий вид: 


И ны °]+ 
- и Е: ини 7) Г. с — 62 "5 и в" — ву’ — 2'— 0. 


30. Сначала положим равными нулю (отд. ТУ, п. 16) коэфициенты при 
07, 6у, 0г под знаком интеграла и получим следующие три частных и 
неопределенных уравнения: 
Х ах 


Хт—а^ 2—0, 
та 0, 
7ат—а Са —0: 


по исключении неопределенной величины ^ у нас останется два уравнения, 
которые послужат для определения кривой, образуемой нитью. 

Это исключение очень легко осуществить: для этого достаточно только 
проинтегрировать приведенные уравнения, что даст нам следующие урав- 
нения: 


к = А | Ха», 
9. 1" = В- | Ут, 


ка = с-+ [24т, 
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где 4, Би С — произвольные постоянные; далее, после исключевия ^ 
получится 


ду _ В- | Уат 

4  д-- | Хат’ 

аа ОГИ 

ав А+ [Хат 
эти уравнения совпалают с известными формулами цепной линии. 

Если бы захотели прямо притти Е чисто диференциальным уравнениям, 

не содержащим в себе знака | ‚ то можно было бы найденные уравнения 
привести в следующему виду: 


ах ах 
Хат — а — 9 9 =0, 
‚ 49 49 1) 
2 г 


откуда, после исключения 4Х мы получим сначала следующие два урав- 
нения: 

Хау — Уаз __ ау тах ах 7 ау 

т А Ч ща), 


Ха2— ах 2 сх Чж - 42 
С 


т 


7х [и 42 
Затем, если те же уравнения помножить соответственно на {8 › я Е 


И затем сложить, то в силу соотношения 


4х 7 ах ау ау 42 1 аг _1 „аж - ау? а _ 
аа Г 8 Те ав 0 


мы получим уравнение 


‚ ах Чу | 42 
—_ — __* _ — 7 — .* 
о их 
в это последнее уравнение остается только подставить последовательно 
значения ^, выведенные из двух предыдущих уравнений. 
31. Так как величина‘ /6 4з может представлять собою момент некоторой 
силы /^, стремящейся уменьшить длину элемента 4$ (отд. ТУ, п. 6), то член 


№545 общего уравнения равновесия нити (п.29) выразит сумму моментов 
всех сил ^, которые мы можем себе представить действующими на все 
элементы нити. В самом деле, благодаря своей нерастяжимости каждый 
элемент противостоит действию внешних сил и это сопротивление обычно 
расематривают как активную силу, которую называют натяжением. Таким 
образом ^ представляет собою натяжение нити. 

32. Что касается условий нерастяжимости нити, которая выражается 
неизменностью каждого элемента кривой 4$, то ее нельзя ввести в урав- 
нение с целью исключения неопределенной величины ^, как это можно сде- 
лать в том случае, когда нить образует собою многоугольник, — так как 
согласно природе диференциального исчисления абсолютное значение эле- 
ментов кривой и вообще всех бесконечно малых элементов остается неопре- 
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деленным; однако по тем же основаниям нет нужды в том, чтобы число 
уравнений было равно числу переменных; для определения линии, буль 
то проетая линия, или линия двойной кривизны, достаточно иметь урав- 
нений на единицу меньше, чем переменных. "Таким образом решевие, най- 
денное нами с помощью нашего метода, является © точки зрения диферен- 
циальных уравнений полным и требует лишь последующего интегрирования, 
которое уже зависит от выражений для сил Х, У, &. 

33. Рассмотрим теперь те члены общего уравнения п. 29, которые 
находятся вне знака ®, и допустим сначала, что нить совершенно свободна. 


В таком случае вариации 8х5’, бу’, 62’ и 65", ву’, 82”, соответствующие 
двум крайним точкам нити, будут совершенно неопределенными и произ- 
вольными; следовательно, каждый член, в состав которого входят эти 
вариации, должен сам по себе быть равным нулю. Таким образом мы 
должны иметь ^”=0 и ^" ==0, т. е. значения ^ в начале и в конце нити 
должны быть равны нулю. Эти условия можно удовлетворить при поесред- 
стве постоянных величин. Первые три интегральные уравнения п. 30 дают 


для первой точки т, где поичины, выраженные знаком | ‚ равны нулю, 


м =. —= 4, х’ 4 


де = ? 48’ 


& хля последней точки, где знак Г превращается в ®, 


и 


х” 9 = В Уд, №9, — 


"= А Хат, №1“ С 2ат; 


457 д 


поэтому в рассматриваемом случае мы имеем 
А=0, Б=0, (=0 


УХ ат=0, ЗУдт=0, “7Иат=0. 


Эти три уравнения, как видим, соответствуют уравнениям пункта 12 
настоящего отдела. 

34. Предположим, во-вторых, что нить закреплена на одном из своих 
концов или на обоих концах. Если нить закреплена на своем первом конце, 
то вариации 85’, 6у’, 02’ равны нулю, поэтому достаточно приравнять 
нулю коэфициенты вариаций 6х”, 6”, 042”, т. е. положить ^” ==0. 

По тем же основаниям, если второй конец неподвижен, достаточно 
положить ^’=0. Если же оба конца одновременно закреплены, то в хан- 
ном случае не приходится выполнять никаких особых условий, так как весе 
вариации 05’, 6’, 62’, 6%’, 8”, де" равны нулю. 

35. Предположим, в-третьих, что концы нити прикреплены к кривым 
линиям или поверхностям, по которым они могут свободно скользить. Пусть, 
например, будут 


42’ —= а’4х’ - Ъ’ду’, 42” == а”ах” — 5’ау" 


диференциальные уравнения поверхностей, на которых закреплены первая 
и последняя точки нити. Тогда, меняя символ Я на 6, мы получим 
ба’ == а’ бд’ Ь бу", 02” = а’ -НЬ’ ву"; 


эти значения следует подставить в рассматриваемые члены и затем при- 
равнять нулю коэфициенты вариаций 6х’, 8у’, 8х”, ду". 
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Вообще, ту часть формулы, которая стоит вне знака интеграла в общем 
уравнении равновесия, можно трактовать таким образом, как если бы она 
существовала отдельно и как если бы она представляла еобою уравнение 
равновесия двух отдельных тел, укрепленных на концах нити. 

36. Предположим, например, что нить прикреплена обоими своими 
концами в концам рычага, который может двигаться около некоторой непо- 
движной точки. Пусть а, 6, с будут три прямоугольных координаты, опре- 
деляющих в пространстве положение этой неподвижной точки, т. е. точки 
опоры рычага; пусть, дальше, / представляет с0бою расстояние между 
точкой опоры и тем концом рычага, в которому прикреплен первый конец 
нити; 9 — расстояние между той же точкой опоры и другим концом рычага, 
в которому прикреплен второй конец нити; й — расстояние между обоими 
концами рычага, а следовательно, и между обоими концами нити; ясно, что 
эти шесть величин д, 6, с, |, 9, ® даны самой природой зздачи; вместе 
с тем легко видеть, что если 2’, у’, 2’ представляют собою координаты 
начала кривой, образуемой нитью, и 4”, у”, г” координаты конца той же 
самой кривой, то мы имеем 


Г=У-РЕО УЕ), 
ИР -УЕе 2), 


А так как величины [, 9, й — постоянные, то при диференцировании 
этих трех определенных условных уравнений в смысле 65 мы получим 


(@— 2”) 8 Е ФФУ --е— 2) 8—0, 
(а __ 2”) вх” —- (6 —1/”) бу” -- (с __ 2”) 02’ — 0, 
(= —__ и”) (6 —___ 04;”) —- (у __ у’) (бу” _—_ 6’) -- (2 —__ 2”) (92” ___ 62”) — 0. 


Каждое из этих уравнений следует помножить на неопределенный коэфи- 
циент и затем все эти уравнения прибавить к общему уравнению равно- 
весия. Таким образом, если взять о, В, { в качестве упомянутых трех коэ- 
фициентов и приравнять нулю коэфициенты шести вариаций 8’, ду’, 62’, 
81”, 0у", 82", то мы получим точно такое же количество частных опреде- 
ленных утавнений, а именно 
ах’ 
/ и ‚’ / __ 
а(а—х)— 1 (1 —м)—^ —7 == 0, 
ау’ 
| Ь— / —__ И / — ^^ 
((—у)—т(у — У) а 
42” 
а(в—2) —1 (2 — 2’) —\' у =0, 


/ и ’ ий ах” 
Ва—=) тама =0, 


и и / и у” 
В (6 — у’) Е т" — УХ ат =0, 


{ Ш / [ 42” 
Ве 2”) т (а — =) № дп =0. 


Путем исключения о, В, 1 приведенные шесть уравнений сведутся к трем. 

Если залем эти три уравнения соединить с приведенными выше тремя 
условными уравнениями, то мы получим возможность определить положение 
обоих концов нити. 


—=0, 
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Из изложенного ясно, как следует вести расчет в других подобных 
случаях. 

37. Наконец, если помимо сил, действующих на важдую точку нити, 
имеются еще особые силы, приложенные к обоим концам нити и выра- 
женные через Х’, У’, #’ для первого конца нити и через Х”, У”, {” для 
второго конца, то эти силы дадут моменты 


Х/ д’ —- у’ бу” —|- 7’ =’ -- Х7 62’ —- у” 6" —- р 02”; 


эту величину следует прибавить к первому члену общего уравнения равно- 
весия, т. е. к той части его, которая находится вне знака интеграла; велед- 
ствие этого упомянутая часть примет следующий вид: 


(Ж-м :7) ва" -(У’-Н» =) ву" (2-м 5 4) а" 
речи мии ии 


с этой частью следует поступать в различных случаях таким же образом, 
как это было показано в предыдущих пунктах. 

38. Предположим теперь, что нить, ‘все точки которой находятся под. 
действием одних и тех же сил Х, У, ( и концы которой сверх того нахо- 
дятея под действием сил Х’, У’, 7’, Х’, У’, И”, — должна лежать на 
заданной кривой поверхности, уравнение которой 


аг = р ал —- аау 


и что требуется определить фигуру и положение этой нити на указанной 
поверхности, когда нить находится в равновесии. 

Эта задача, которую, вероятно, было бы трудно *) решить с помощью 
обычных законов механики, решается очень легко с помощью нашего 
метода и наших формул. В самом деле, из заданного уравнения поверх- 
ности, меняя символ 4 на 6, мы получаем 


бе —=р0х 469; 


таким образом остается только это значение диференциала 62 подставить 
в члены, стоящие под знаком интеграла общего уравнения равновесия нити 
(п. 29) и затем приравнять нулю отдельно величины, в состав которых 
входят вариации 45 и 6у. Указанным путем мы получим два следующих 
неопределенных уравнения: 


ке 


Хата рат —а (1) =0, 


ее. 


Удт— а —— айат п—а (=) =0, 


которые, будучи соединены с уравнением 42 =рах--94у поверхности и 
затем путем исключения освобождены от неопределенной величины ^, 
послужат для определения формы кривой равновесия нити. 


+) Непонятно, почему Лагранж считал, что эту задачу трудно разрешить. 
непосредственно. Те уравнения, к которым он приходит, просто указывают, что оба 
натяжения на краях элемента, будучи соединены с силами. воздействующими на 
этот элемент, дают результирующую, направленную нормально к поверхности. Это 
условие представляется ясным а рг10т{. Прим. Бертрана. 
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39. Далее, так как мы допустили, что нить всей своей длиной лежит 
на указанной поверхности, то мы и для обеих крайних ее точек имеем 


92’ =” в’ -- 0” бу’ И 52” =” 9%” | 0” 6". 
Внесем еще эти значения в члены, стоящие вне знака интеграла в общем 
уравнении, или, еще лучше, в формулу, приведенную в пункте 57, в кото- 
рой приняты во внимание и силы Х’, У’, 7',...; затем приравняем нулю 
отдельно величины, в состав которых входит каждая из четырех остав-- 


шихся вариаций дл’, 8у’, 0х’, 8у”; тогда мы получим четыре следующих 
новых определенных уравнения: 


”— 
тени г. 
кии (2. 

У Ч (е -^” ги )=0, 


которым следует удовлетворить при посредстве постоянных. 

40. Однако вместо того, чтобы, как мы это выше сделали, подета- 
вить значение 42, выраженное через 0х и 6у с помощью уравнения 
02 —р8х —96у =0 — можно было бы рассматривать это последнее урав- 
нение как новое неопределенное условное уравнение; тогда следовало бы 
это уравнение помножить на другой неопределенный коэфициент в, взять 
от него полный интеграл и прибавить к общему уравнению равновесия 
(п. 29). В результате этого часть уравнения, находящаяся под знаком 
интеграла, получила бы следующий вид: 


$ (Хаиа "р ва (УЧиа ай — ва) ву-Е (ата) 52 


и мы тотчас же получили бы три следующих неопределенных уравнения 


› 
З 
> 
ьа 
< 
и 
=) 


^ ах 
Хат—@а 3 — рр=0, 


ла 

Удт— 4 -* — 4 =0, 
ла 

драт— а =! = 0, 


которые, после исключения з, дали бы те же самые уравнения, какие мы 
уже нашли раньше (п. 38). Однако последние уравнения имеют известное: 
преимущество, так как они одновременно дают возможность, на основе 
теории, изложенной в пункте 5 отдела ТУ, определить давление, оказывае- 
мое каждым элементом нити на поверхность. 

В самом деле, из указанной теории легко вывести, что члены 


и (62 — 20% — 4 56у), 
получающиеся из условного уравнения 
02 — р0х — 96у = 0, 


могут выражать действие силы, равной оу! -- 22-|- 9? и приложенной 
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к каждому элементу 4$ нити по направлению, перпендикулярному к поверх- 
ности, уравнение которой 


67—1708% —48у =0, или 42—р94х —9ау=0, 


т. е. к поверхности, на которой лежит нить. Эта поверхность благодаря 
своему сопротивлению развивает силу в И 1 —- 72 -{ 42, воторая, следовательно, 
равна и направлена противоположно давлению, оказываемому на нее нитью 
(отд. ГУ, п.Т); таким образом давление каждой точки нити равно и Ут рф 

$ РА 
или, если подставить значения , 0, #9, полученные из приведенных выше 
уравневий, 


Г (р. ра 
У (х п— а») + (Уат—а-й) + (24т — =) 
‚> ° 

Те же самые рассуждения следует залем применить к той части 
общего уравнения, которая находится вне знака ®&, что приведет к анало- 
гичным выводам. 

41. Если нить, лежащая на заданной поверхности, находится только 
под действием сил, приложенных к ее концам, то Х==0, У=0, й=0 и, 
значит, 4\=0 (пункт 30); таким образом в данном случае Х равна 
постоянной величине. Следовательно, натяжение нити повсюду одно и 
то же (п. 31), что совпадает с тем, что нам было известно уже и раньше. 
В этом случае общая формула раввовесия нити сведется к 


19845 -- Ур (02 —р8х — 98) =0; 


первый член этого уравнения равен также №5 ® 45$ или ^85. Таким образом 


приведенное уравнение выражает, что длина кривой, образуемой нитью 
на поверхности, заданной уравнением 42—74х —а4у =0, должна быть 
максимумом или минимумом; давление, оказываемое витью на каждую 
точку этой поверхности, будет тогда равно 


И (+4) +) 
48 у 


ах \2 ау \2 /- аг \? 
Но известно, что У ( <=) —- (а =". — (9 ==) представляет е0бою 


выражение угла смежности кривой, величина БВоторого равна в, где 


Х 


© — радиус кривизны. Таким образом, указанное выше давление равно > 
т. е. оно обратно пропорционально радиусу кривизны. 


$ П. 0 равновесии гибкой и вместе с тем поддающейся растаяжению 
и всокращению нити или пноверхноети. 


42. До сих Пор мы предполагали, что нить нерастяжима; теперь же 
рассмотрим ее в предположении, что она подобно пружине способна растя- 
гиваться и сокращаться, и пусть РЁ будет та сила, с которой каждый эле- 
мент Еривой, образуемой нитью, стремится сократиться; тогда, аналогично 
тому, как это было в пункте 18 (поставив 45 вместо } и переменив символ 4 
на 5), мы получим момент этой силы Ё5 45 и в качестве суммы моментов 
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всех сил сокращения, действующих по всей длине нити, выражение 
® Е 54:5. Этот интеграл & Е 8 45 следует в данном случае прибавить к инте- 


гралу 
$ (Х 5х -- Уби-- 762) ат, 


выражающему сумму моментов всех внешних сил, действующих на нить 
(п. 28); приравняв всю сумму нулю, мы получим общее уравнение равно- 
весия упругой нити. 

Легко видеть, что это уравнение будет иметь такой же вид, как урав- 
нение, приведенное в пункте 29 для случая нерастяжимой нити, и что 
при замене Ё на ^ эти уравнения станут тождественными. Таким образом 
для рассматриваемого теперь случая мы имеем те же частные уравнения 
равновесия нити, какие были найдены нами в пункте 30; в последних 
следует лишь подставить /’ вместо ^. Если же величину Р исключить — 
подобно тому, как мы исключали величину ^, —то для кривой, образуемой 
растяжимой нитью, мы получим два уравнения, которые будут совершенно 
тождественны с уравнениями, имеющими силу для нерастяжимой нити. 

43. Что касается величины Г, выражающей упругость или силу сокра- 
щения каждого элемента 4$, то представляется естественным выразить ее 
с помощью функции растяжения, испытываемого этим элементом пох лей- 
ствием сил Х, У, &. Таким образом, если допустить, что 49 — это перво- , 
начальная длина 45, можно на Ё’ смотреть как на заданную функцию -^°; 
но так как согласно природе диференциального исчисления абсолютное 
значение элемента 45 остается неопределенным, то и значение [Г тоже 
остается неопределенным и может быть установлено только се помошью 
одного из трех уравнений равновесия нити. Таким образом, хотя в настоя- 
щем случае наш анализ как будто дает одно лишнее уравнение, однако 
в действительности он дает только те уравнения, которые необходимы для 
определения кривой, образуемой нитью, а также сопротивления каждого 
из ее элементов. 

Так как величина ^ решения, приведенного в пункте 30, в точности 
соответствует величине Р, выражающей фактическую силу, с какой каждый 
элемент нити натягивается под действием внешних сил, то отсюда следует, 
что и величину ^ можно рассматривать как выражающую натяжение нерас- 
тяжимой нити. Последнее мы уже установили а р707 в пункте 31. 

44. Применим теперь те же принципы к определению равновесия 
поверхности, все элементы 47% которой способны растягиваться и сокра- 
шаться. Элемент поверхности, координаты которого равны 2, у, 2, — если 2 
рассматривается как функция 7 и у, — выражается с помощью формулы 


дз \2 дг \2 
Поэтому, если обозначить через Ё *) силу упругости, с которой этот 


*) Приведенный способ исчисления совокупности сил, развиваемых упругостью 
в одной точке, представляется недостаточно обоснованным. Это верно, что здесь, 
равно как и раньше в ряде случаев, Лагранж употребляет слово сила в таком 
смысле, который отклоняется от обычного; однако ниоткуда не следует, чтобы 
сумма моментов сил, действующих на один элемент, была пропорциональна, сокра- 
щению элемента. Мы можем даже прибавить, что это утверждение неточно. Пуассон 
‚отметил это обстоятельство в Мёто!гез 4е Раз аб за 1812 г.; впрочем, предло- 
женное им решение тоже не обладает достаточной общностью: оно предполагает, 
что силы натяжения прямоугольного элемента направлены перпендикулярно к сто- 
ронам этого элемента, а это в общем случае не имеет места. Прим. Бертрана. 


3 Зак. 994. — Аналитическая механика. 
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элемент стремится сокращаться, то сумма моментов всех этих сил выра- 
зитея с помощью двойного интеграла 


дг \2 дг \2 
ЗИ 1+ (52) -+(5) 424 
Если этот интеграл прибавить к двойному интегралу [1] 
$8“ х-Г Узиу-+ 782) ат, 


в котором 4% является элементом поверхности, то мы получим сумму 
моментов всех сил, которая при равновесии должна равняться нулю. 
Положив, как в пункте 31 отдела [У, 


02 02 > 
др =", ду, в Ут-а-а2=0, 


__ 90 _ 2’ 90 _ а, . 
ат —= (ах ау И 97 = "0, д, — 0; 


мы получим 


следовательно (п. 33, 34 отд. ШУ), 


__ 00 90 1/_,д8м дз 


5 (( ах ау) = [80 - Е +5) 4%. 


Если эти значения подставить в двойной интеграл ®% 26 (Оах 4у) и путем 


интегрирования по частям избавиться от частных диференциалов вариаций, 
обозначенных через 6, то мы получим 


ЕО 


$ (бзи-+ ем) а2-- 8 (0 т )Ра +58 и) Е 


90 о9ЕП0 
(Р-Р ом |2 ау, 
где 

Е’ Е2, 


9 д 


У — — -- = - и 6%=02—2'05 —2,08у (см. указ. пункты). 


Простые интегралы пох и у относятся к границам; в случае, если 
мы допустим, что края поверхности закреплены неподвижно, эти интегралы 
сами ©0бою исчезают, так как при этих условиях вариации 8х, 0у, де во 
всех точках контура поверхности равны нулю. 

Если члены, стоящие под двойным знаком №%, сложить © членами 


двойного интеграла %% (Х 6х -- Убу-- 762) Пахау и отдельно приравнять 


нулю коэфициенты вариаций 0х, 489, 0г, то мы получим следующие три 
уравнения *): 


ХОР Ру = 0, 

90 о90Е 
УЕ, Г2, =0, 
#0-=7=0. 


+) Здесь следует отметить, что заключения Лагранжа оказались бы несостоя- 
тельными, если бы допустить, что 6х является функцией одной только перемен- 
ной 2, а ву — функцией одной только переменной 9, как можно было бы попытаться. 
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Первые два уравнения дадут значение силы К, которую следует под- 
ставить в выражение Г третьего уравнения, так что при окончательном 
анализе мы получим только одно уравнение в частных диференциалах для 
определения поверхности равновесия. 

Хотя мы и должны предположить, что сила К является известной 
функцией элемента 4т поверхности в ее состоянии сжатия или расшире- 
ния, она в действительности не становится от этого менее неопределенной, 
так как абсолютный размер элемента поверхности не может быть введен 
в расчет; таким образом значение Р может быть определено только 
с помощью самих условий равновесия: здесь мы имеем дело со случаем, 
аналогичным случаю, рассмотренному в п. 43 

45. Для того чтобы исключить величину Е, подетавим в два первых 


уравнения значение Г, выведенное из последнего; тогда эти уравнения 
примут следующий вид: 


0. 90 о00Е 


92 00 Оо0Е 
0 (х-2 и) НЕ бур =0. 


Пусть, как в пункте 28, 
Х ах Уду-- 242 =аП; 


тогда, поскольку 2 считается функцией х и у, мы имеем 


ОП ; 02 ОП 02 
= Х-2 55, У=У-2, 
и приведенные два уравнения, по разделении их на 0, преобразуются 
К следующему виду. 
оп _де дП _0Е 
д 0%?’ 90 90%’ 


из чего получается просто следующее: 
аП =аЁ, откуда ПЕ=П-На. 


Этот вывод совпадает с выводом пункта 36 отдела ТУ. Далее, если П рас- 
сматривать как функцию 2, У, 2, то третье уравнение даст 


/ 
по 270 
Т — 
С 9: 0% 09 =0; 


это и есть уравнение поверхности. 


сделать, вспомнив о предпосылках, на которых ‘основаны (отд. ТУ, п. 33, 84) фор- 
мулы, примененные здесь Лагранжем. Действительно, для того чтобы интеграл 


5У (45. Взу-- 052) азау 


был равен нулю на основе этих предпосылок, уже необязательно, чтобы в каждой 
точке было 4 = В =С=0, но достаточно, чтобы было 8 А 4у=0 для всех значе- 


ний х, В В 4х =0 для всех значений уи С —=0 для вбех значений х и у. Сопоставьте 
это замечание с примечанием, относящимся к пункту 31 отд. ТУ. Прим. Дарбу. 


| ьЗ 
ях 
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Если поверхность очень мало отличается от плоскости, так что орди- 
ната г очень мала, тогда, отбросив бесконечно малые величины второго 


порядка, мы получим 
И=1; но И=П-а, 


где а — постоянная величина; следовательно, уравнение поверхности имеет 
следующий вил: 


д2 902 
о ОПТ, 
д2 дж 9 и 


Если предположить, что имеется только сила тяжести 9, действующая 
по направлению координаты 2, стремясь ее увеличить, то мы получим 
П = — 92; следовательно, отбрасывая вторые измерения 2, мы будем иметь 


922 022 
(я-а) = — 9 


Это уравнение вообще интегрируемо, но только с помощью мнимых функ- 
ций, благодаря которым это решение становится мало пригодным для 
применения [1]. 


$ 1Ш. 0 равновесии упругой нити или плаетинки. 


46. Обратимся снова к случаю нерастяжимой нити, но вместо того, 
чтобы принять ее совершенно гибкой, как мы это делали до сих пор, 
допустим, что она упруга — в том смысле, что в каждой точке ее имеется 
сила, назову ее Е, которая противодействует изгибанию нити и которая, 
следовательно, стремится уменьшить угол смежности *). Если мы этот угол 
назовем е, то как и в пункте 26 (подставив только 6 вместо 4) мы 
получим для момента каждой силы Е выражение Ё0е; следовательно, ®Ё де 


будет суммой моментов всех сил упругости, действующих на всю длину 
нити, которую надо будет прибавить к первому члену общего уравнения 
равновесия, выведенного для случая нерастяжимой и совершенно гибкой 
нити (п. 29). 

Всея трудность задачи заключается в том, чтобы придать интегралу 
У Еёе подходящий вид; для этого следует начать с определения значения е. 


Выше мы нашли (п. 26) 


РЯ 
08 е = р , 


откуда следует 
4729? — (2-9 — 12)? 

Для того чтобы эти формулы применить к рассматриваемому случаю, доста- 
точно заметить, что координаты 2”, у’, 2’, д”, у", 2", д’, У", г", е помощью 
которых мы выразили величины [, 9, й (п. 12 и 20), здесь превращалотся 


$12е = 


*) Принятое Лагранжем выражение для исчисления суммы моментов сил упру- 
гости неприменимо по отношению к кривым двойной кривизны. Это отметил Бине 
(Вте$) в Х томе Лопгпа 4е ГЕсое Ро[убесви1аие. См. также мемуар Пуаесона, вхо- 
дящий в Ш том Сотгезропдалсе зиг ГНсо]е Ро1уфесЬи1аце. Эти геометры правильно 
отмечают, что в выражение суммы моментов следует ввести член, пропорциональ- 
ный вариации угла между двумя последовательными соприкасающимися плоско- 
стями. (См. статью в конце настоящего тома.) Прим. Бертрана. 
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ва, у, 2; х фах, у 44, г-- 4; х- 2ах | 4%, у 24у-- Ру, 2+ 242-- 422; 
Так что мы имеем 
[2 = 422 -- ау? -—- 42? == 48, 
= (2 -- в) (ау -- Фу (@-@ = 
— 4х? ду?- 4:2 -|- 2 (4х 42х -- ду Фу -- 4г 4?2)-- (422)2-1- (42). (4259 — 
— 95° - 24$ 42; -- (421)? -- (у)? -[- (422), 


И? — (24х —- 42%)? -|- (24у -- 42) -{ (242 - 422) = 
— 445? | 44$ 423 (425)? | (42)? —- (422). 
Таким образом 
[2-02 — #2 = — 2452 — 24$ 47 
Гао лая {вам аа ао а-я — 
— 4 (452 -- 4$ 42$)? = 448? [(422)2 -- (42у)? -- (422)? — (42з)?]. 


Если отбросить бесконечно малые третьего порядка, то мы получим 


(Фе)? -|- (а?) -- (22)? — (473)? 


® о е — 
Ш с? 


Так вак это значение зт?е представляет собою бесконечно малую вели- 
чину второго порядка, то отсюда следует, что зше, а следовательно, и 
угол е, является бесконечно малой первого порядка, так что 


— У Фе Фр Ф?— (9. 

в — 48 

эта формула представляет собою выражение угла смежности любой кривой 
двойной кривизны: она находится в есответствии с выражением, приве- 
денным в пункте 41. 

47. Продиференцируем теперь е в емысле 6 для того, чтобы получить 
значение де. Так как благодаря условию нерастяжимости нити мы имеем 
уже 6 43 —0 (п. 29), а следовательно, и 46 43 =6 4; =0, то при настоящем 
диференцировании можно 45 и 425 рассматривать как постоянные величины. 
Таким образом мы получим 


__ о 5 2х -- аРу 5 Фу - 4225 422 
Подставив это значение в № Ее и положив для краткости 


Е 


мы будем иметь 
У Е де = № 142 8 42. - № Та?у'8 Ру -- № Та? 8 а?г. 


Если с этими выражениями поступить по правилам, изложенным 
в п.15 отд. ТУ, переменив сначала символ 64 на 48 и затем проинтегрировав 
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по частям с тем, чтобы добиться исчезновения символа 4 перед 8, мы 
получим следующие преобразованные выражения 


№142 8 дд — —- Г'а?у" 4" — а ("а т’) 8х" — 
— Га?’ 46х' —- а(Г’а?х’) 8х — № 42 (Га?) 5х, 
№ Газу 8 42у = —- 1"а?у" ау" — а (Т’а?у”) ву" — 
— Га?’ ау’ - а’) зу’ + № 42 (14?) 89, 
№ Га?е 8 422 = Г [' 42" 48" — а (1" 422") 82" — 
— Га? 45’ - а(Г’а?г”) 8’. - № 42 (1422) 52. 


Эти различные члены прибавим к членам, образующим первую часть 
общего уравнения равновесия, указанного в п. 29, и тогда мы получим 
уравнение равновесия нерастяжимой и упругой нити. 

48. Прежде всего приравняем нулю коэфициенты вариаций дх, 69, 62, 


находящихся под знаком интеграла, ю, И получим три следующих неопре- 
деленных уравнения 
^ ах 


Хат—а-—_-- 241) =0, 
^а 
Удт— 4-1" -- 4*(143у) =0, 
ла 
Пат — а—- -- 4? (Та?г) = 0, 
из которых следует исключить неопределенную величину ^, в результате 
чего они сведутея к двум уравнениям, которых будет достаточно для 
определения кривой, образуемой нитью. 
Первое интегрирование дает 
45% ‚ 
7" — 4 (1422) = А-- | Хам, 
ау — 
ки — а (Тау) = В- | Уат, 
42 
2—4 (1422) = С -- [2ат, 
где 4, ВБ, С — произвольные постоянные; исключив ^, мы получим 
42а (1 4?у) — дуа (Таз) = (д-р [Х4т) ау —(В-+ [Уат)а, 
424 (Т 4) — га (1 ах) = (А-|- [Хат) а — (0+ [2ат) аз, 
дуа (1422) — ага (Та?) =(В-- Г У 4т) 42 — (СЕ | 7ат) ау, 


последнее из этих уравнений содержится уже в первых двух. Эти урав- 
нения могут быть снова проинтегрированы, после чего получится 


Г(ах Фу — ау 42) == Р- [а [хафау— | в- | Ут) 4%, 
Т (ах ве — дг Фа) = @-- [(А-- [Хата — [(©- | 2атуах,. 
Г (ау 42 — 4г у) = Н- [в [уата— [(6- [24т) Чу, 


где А, а, Н — новые постоянные величины. 
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квадрат знаменателя этого выражения равен 
дз (аз) -|- (48 + (485)8] — 458 (5) = 
— (дао -- ду? -- 429) (аз) (Фу (92) —(а2 Фе -- ау у -- 
-- 42 @ г) = (ах. Фу — ду 4х) (421422 — 4г 42х)? -|- (ду 422 — аг Фу). 
Следовалельно, если мы сложим вместе квадраты трех приведенных выше 


уравнений, то мы получим следующее уравнение, в состав которого уже 
не входят диференциалы. 


— е- [а [Ха ау -- Гев- Гу) ах? -- 
[9+ [м - [ хат аг— [(6-- [2т) 4]? -|- 
+ 9 - [в [Уа4т) аг— [(©-- [24т) а; 


а если два из числа тех же уравнений разделить одно на другое, то мы 
получим следующее уравнение, в которое уже не входит упругость 


42 г — ага __ а- [(А- [Хатуаг— [(С- [2 ата 
ах Фу —ау@®  у-- [(А-- [Хатау— |(В- [Ут ' 


Эти два уравнения и дают возможность наиболее просто определить 
упругую кривую, принимая при этом во внимание двойную кривизну. 

49. Обычно принимают, что упругая сила, противодействующая изги- 
банию, обратно пропорциональна радиусу кривизны. Следовательно, если 


этот радиус назвать р, мы будем иметь Е = о, где К — постоянный коэ- 
фициент. 
48, я Ке 
Но, как известно, р=--; следовательно, № = _, и величина Г, кото- 


„ Е К 
рую мы положили равной > (п. 47), переходит В 3; Тавим образом она 


остановится постоянной величиной, если мы предположим, & это вполне 
допустимо, что 4$ является величиной постоянной. 
Таким образом первые три уравнения (т. 48) получат следующий вил: 


^. 4х 
хат — а ко , 
@4у __ 


; ла 
Ут — а“ -- Ка = 
42 


^ 4. 
бат — 4-—— Е К —- ава == 


Если все эти три уравнения сложить вместе, помножив предварительно 


[и 
первое На, “. ‚ второе на : и третье на =. ‚ то в силу соотношения 
4 | 1 1 / а ата _ 
+ па = 54( 48? )=0, 


мы получим следующее уравнение 


(Ха2-- Уау-- а) Ка д, 
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Пусть Г— толщина нити; тогда 4% = Г 45. Если приведенное выше 
уравнение проинтегрировать, допустив, что 45 постоянная величина, то- 
оно даст 


ХА — р (Х4з-- Уау-- 2 аг-- 


К ах 48% -- ау 43у -| 42 432 (422)? -- (у) -- (=) 
454 —_ 2454 | 


Это значение \) выражает натяжение упругой пластинки, т. е. сопро- 
тивление, оказываемое ею силе, стремящейся ее удлинить аналогично 
тому, как это было в п. 31. 

50. Наиболее простым и обычным является тот случай, когда силы 
Х, У, &, которые согласно ‚допущению действуют на все точки упругой 
пластинки, равны нулю и когда кривизна пластинки получается исключи- 
тельно в результате действия сил, приложенных к обоим ее концам. 
В этом случае интегральные формулы, приведенные в п. 48, при замене Г 


К 
его значением -;, дают 


4$ 
4 Фу — ау 4? 
= Р-Ау- Вх, 
4х 4?2 — 2 
Ки 0 -- Да— Са, 
ау 2 — 42 @ 
К =Н--Вг— Су; 


однако дальнейшее интегрирование этих уравнений, как общее правило, 
быть может, и неосуществимо *). 

Еели искривление пластинки производится лишь в одной плоскости, 
то, приняв эту плоскость в качестве плоскости х иу и положив 4у = а; 31 © 
`И 45 = 45 05%, мы можем привести первое уравнение, которое в этом слу- 
чае является единственно необходимым, к следующему виду: 


Р-НА [вт &—В | 60$ © @5, 


это уравнение после диференцирования дает 


ФФ 
18? 


— А зто — В 605%; 


если последнее умножить на 4 и проинтегрировать, то мы получим 


та 


5 18 —= А воз ох Взто-- р. 
Откуда 
(5 — ОИС ПИ 
Ур 2 А созз-Р2Взшое 
и, следовательно, 
Я 08 ф аФ 


Ур 2^А созз-- 2Взшо 


*“) Это интегрирование было выполнено Винэ, который исследовал даже урав- 
нения более общего вида; к последним он пришел, восполнив в общей сумме момен- 
тов сил упругости член, пропорциональный вариации угла между двумя последова- 
тельными сопрИкасающимися плоскостями (Сошрёез тепдаз де ГАсайбийе 4ез 
Зеепсев, 1844, 1те Зетёзфте, р. 1115). Прим. Бертрана. 
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а так как из первого уравнения мы имеем Р-- Ау—В+= 9, то полу- 


чается 
п = Ура воз. 2Взше. 

Таким образом теперь все сводится к тому, чтобы проинтегрировать 
значения 45 и ах. Однако эти интегрирования связаны с определением 
длины конических сечений. Повидимому, е решением общей проблемы 
упругой кривой мы до сих пор дальше не продвинулись. 

51. Рассмотрим теперь члены общего уравнения, стоящие вне знака №. 
Члены эти следующие: 

2х” 
=. __—_ а(Т’ аа") [ба -- Т’ а?" а да” 


45” 
ау" 


45’ 


[ие — ааа зу" тута 
| — 2") | в" Гааз" — 
— | 4 4 (Та) | 8’ -- Га’ а а” — 


—— 


— [м о —4 (Га?) | ву’ — Гуа 8у' — 
— | ра — а( Разг") | 02” — [/422’482’; 


исчезновения этих членов следует добиться независимо от значений 85”, 
бу”, 82”, 40т’,... 

Следовательно: 1) если нить совершенно свободна, то коэфициенты 
12 величин 85”, 8”, д^, 40%’, а8м", 482", 6х’, 6у', 62’, ад’, 48у’, 482’ 
должны порознь равняться нулю. 

Но из первых интегральных формул п. 48 видно, что если интегри- 
рование начать с первой точки нити, то коэфициенты при 0х’, 89’, 02’ 
принимают значения 4, В, С, а коэфициенты при 85”, ду”, 82” получают 
следующий вид АА Хат ВА Уат ОА 2ат. Таким образом 
в рассматриваемом случае мы должны иметь 


А=о0, В=0, (=0 
И УХ ат ==0, У Уайт = 0, У Хат — 0. 


Далее, мы должны также иметь 
Г’ 427’ — 0, Г’ у” — 0, 1 "22" — 0 
Г 42’ == 0, Г Чу’ — 0, Т '422” = 0; 
последнее должно иметь место для того, чтобы добиться исчезновения 


членов, связанных с 48л”, @8у',...; отсюда ясно, что вторые интеграль- 
ные уравнения того же пункта дадут 


Е=0, 9=0, Н==0, 
и 8 (ау [ Хт— а | уат)=0, 8 (42 | Хат — аз | дат) =0, 


№ (42 [Ут— аи (ат) =0. 
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2) Если первый конец нити закреплен неподвижно, то 
6х’ = 0, 6’ = 0, 02’ = 0; 


следовательно, 4, В, С уже не будут равны нулю; но условие, что коэфи- 
циенты 65’, 6", 42” должны равняться нулю, дает 


А=— &Хат В=—\Уат С=—\04т; 


а если сверх того дано и положение касательной в этом первом вонце 
НИТИ, ТО мы также имеем 


45%’ —=0, @8у’=0, 482’ =0; 


следовательно, РЁ, @, Н уже не будут нулями; однако условие, что коэфи- 
циенты 485”, 46у”, 462” должны равняться нулю, приводит нас к следую- 
щим соотношениям 


Е =5(В- | У4т)4г —(А-+ [Х4т) 8, 
а= ВКС -- | 2ат)аг— (д-р [Хата 
Н= С -+ [24т)ау— (в-- [ Уатуаа. 


Совершенно таким же образом следует учитывать состояние второго конца 
НИТИ. 

3) Если бы помимо сил, действующих на все точки нити, существо- 
вали еще особые силы Х”, У’, 7’, Х”, У’, #", приложенные к одному 
и к другому концам нити, то к приведенным выше членам следовало бы 
только прибавить следующие 


ХХ д —- У’ 6’ —- РАСЫ -- Х"8х" Убу" "да", 


& если бы сверх того имелись еще и другие условия, касающиеся концов 
нити, то и дальше следовало `бы всегда поступать точно таким же образом 
и согласно тем же принципам. | 

52. Если бы мы пожелали, чтобы нить была упруга в двух отноше- 
ниях, как в смысле растяжимости, так и в смысле гибкости, то нам следо- 
вало бы в общем уравнении вместо члена &^465 иметь член № Ра85, 


т. е. проето вместо ^ поставить Ё’, понимая под ГР силу упругости, про- 
тиводействующую растяжению нити (п. 42). Однако в этом случае следует; 
сверх того в выражении для бе рассматривать 4$ как величину переменную 
следовательно, к значению де, приведенному в п. 47, надо еще прибавить 
два следующих члена 

655 42558 425 


(8 е45? ‘° 


Тогда к значению &Ебе, указанному в том же пункте, прибавится 


Ее Еа 
—Ъ дз 88 —№ е@з 


2 


> 6 475. 


Но последний член сначала приводится к следующему виду: 


`` ЕИа287 р Е’ а?! , Е а? . 
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таким образом к значению ®Еде следует прибавить приведенные ниже 


члены 
__ Вай 1 | Е’ Е аз  Ее\. 
таре 985" | дл 985” НВ (@ ар — 4) 348. 


Последний член этого выражения аналогичен члену ® 26 4$ и поэтому может 
быть так же преобразован; что касается двух других членов, то в них еле- 
ха» + дуам\ 42452 

дует только вместо 40$ подставить его значение ребер суси реа, на- 
бдив все буквы одним или двумя штрихами. 

Отсюда легко заключить, что для решения настоящей задачи мы имеем 
те же формулы, что и для случая, когда мы допускаем, что упругая нить 
нерастяжима. В этих формулах следует лишь вместо ^Х поставить 


Е 48 __ Ее 
Е-а—— —-- и к членам, стоящим вне знака №, прибавить два члена 


, `е43* Ш 
Е’ а? 8/ Е" 42$" 
еьт 988’ — стат @88°. 


Так как в уравнении кривой величина ^ должна быть исключена, то 
отсюда следует, что уравнение упругой пластинки будет одно и то же, 
независимо от того, примем ли мы, что она растяжима или же нет. Но на- 
тяжение нити, выражающееся с помощью Х или с помощью Ё, когда 


нить неупруга (п. 43), увеличитея благодаря упругости на величину 
4224 _ Е так как е— № (п 49) 
483 р’ рт’ " 


$ МУ. 0 равновеени жееткой нити заданной формы. 


53. Займемся теперь случаем нерастяжимой и негибкой нити; здесь мы 
будем иметь для суммы моментов сил ту же самую интегральную фор- 
мулу, что и для случая, упомянутого в п. 28, т. е. &(Х 6х-- Убу-- 282) ат. 
Далее, условие нерастяжимости нити даст, как и в указанном выше пункте, 
6 45 =0; в силу неизгибаемости 6бе —=0, так как угол смежности должен. 
остаться постоянным. Однако как мы сейчае увидим этих двух условий 
еще недостаточно в том случае, когда кривая имеет двойную кривизну. 

Для того чтобы разрешить этот вопрос наиболее просто и наиболее 
прямым путем, я отмечу, что здесь вее сводитея к тому, что различные 
точки Еривой, образуемой нитью, постоянно сохраняют между собою одни 
и те же взаимные расстояния. Поэтому, если рассмотреть большое коли- 
чество расположенных друг за другом точек, координаты которых соответ- 
ственно равны 


т,у,2, х—- ах, у ау, а-- аг, х-- 24х -Р а2х, 
у-- 2ау-- 4у, г- 242-- 4?2, ..., 


то ясно, что квадраты расстояний между первой из этих точек и следую- 
щими выразятся с помощью величин 


422 —- ду? -- 42°, (24 Фа -[- (2ау -- ау)? -- (242 -[- 4222), 
(34% г зах | 48%)? -- (зау -Е за2у —- у) -Ё (заг -- За?е -- 432), 


Для краткости положим 
ал? —|-- ду? -|- 42? —= 


(ад - (ара- (аа) = 
(аз + (@8-- (51, 


® ® ® ® 3 
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если приведенные величины развернуть, то они примут следующий вид: 
“ 


да дав, 
9&-Ё 94а 98-Е 3 (42 — 28) | зав-Ё т, 


Таким образом вариации этих величин должны равняться нулю на всем 
протяжении кривой, что дает следующие неопределенные уравнения 
би —= 0, 
46% - 26 аа -- 08 =0, 
96% - Эв ах -- 368 -- 36 4?« - 36 а8- 6у=0, 
Но если ба равно нулю, то и 48% —=6 аа == 0; следовательно, 58 =0. Отсюда 
получается 426% —=6 4?а =0, 468 =848 =0; следовательно, 01 =0 ит. д. 
Таким образом условные уравнения для нерастяжимости и несгибае- 
мости нити сведутея к следующим 0—0, 63 =0, ду =0, т. е. если про- 
диференцировать и вместо 64 поставить 45, то мы получим 


4х 4х - ду аду -Р 42482 =0, 
а? 4? 6х —- 4?у 4? ду -- 422 Ф де ==0, 
фл: 48 8х —— ау 4389 Г 482 48 82 = 0, 


Ясно, что для определения трех вариаций д, 6у, 42 достаточно трех 
из этих уравнений; отсюда прежде всего можно заключить, что если мы 
удовлетворим первым трем уравнениям, то и все прочие уравнения, кото- 
рых можно привести бесчисленное количество, будут тоже удовлетворены. 
В этом, как мы увидим ниже (п. 60)*), можно убедиться и путем расчета. 


*) Приведенные уравнения выражают, что а, В, { во время смещения кривой 
сохраняют одно и то же значение. Это условие эквивалентно следующим уравнениям: 


4%`\?  / ау \2 42 \? _ 
(5) + (4) +(4+) = 
42.\2 Фу \? , / 42 \? _ 
(аз + (=) + (= —=$ (5), 


За \2 34 \2 32 \2 
(чи 

48 453 453 ' 
первое из этих уравнений очевидно; второе выражает, что кривизна рассматривае- 
мой линии является определенной функцией дуги $; наконец, третье уравнение, 
в сочетании с двумя другими, выражает, что вторая кривизна является определен- 
ной функцией $. Если написать условные уравнения в указанном выше виде, отли- 
чающемся от лагранжевского только введенными нами делителями 452, 45%, 486, то 
исчисления остаются совершенно теми же, но только множители, обозначенные 
дальше через », р, у будут конечными, между тем как согласно обозначению Ла- 
гранжа следует допустить, что они представляют ©0б0ою бесконечно малые вели- 
чины различных порядков. Было, однако, отмечено, что это последнее обстоятельство 
представляет собою отрицательную сторону способа выражения Лагранжа. В самом 
деле, если воспользоваться приемом, столь часто применявшимея Лагранжем, то 
множители \, | у выразят те силы, которые стремятся изменить функции о, В, 1; 
в таком случае должно показаться странным, что эти силы бесконечно малы, 
и в особенности, что достаточно чисто алгебраического преобразования для того, 
чтобы они приняли конечные значения. Однако эта особенность станет понятной, 
если мы примем во внимание, что обычно коэфициентам ^, в, у не присваивают на- 
звания сил, принятого для них только в обычной фигуральной речи Лагранжа. Мы 
несколько раз указывали, что этого выражения не следует принимать в буквальном 
смысле (ем. примечание к п. 9 отд. Ш, отр. 34). Прим. Бертрана. 
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54. Итак, се помощью нашего метода получается следующее общее урав- 
нение равновесия: 


0=—6%(Х5х-- Убу-- 782) ат -- 
—- %) (4х 45х-|-- ду аду | 4га5г) -- 
—- Зы (422 42 6% -- а?у 4? 6у-| 422462) - . 
-- ЗУ (435 43 6% Е 43у 43 6у -[ а3г @3 25), 
которое с помощью указанных выше преобразований приводится к такому 
Г 0—2 & [Х дж — 9 (4х) -- 4?(% 922) — 43(у 432) 55 -- 
— 8 [Уд —404) --® (№) — (4) 6у-— 
—- ®& [2 4т — 4 (0 42) -+ а?(ъ 422) — @3( 432)] 82 -- 
-- [А 42" — ар 2”) + (у дв") ва" 
+ [5 42х” — 4(’а3х")] 46х’ К у’а8х "а? 6х" —- 
ду" — а(ь” ау") -|- вау" ву" 
Фу” — а’ ау") | а ву" 5 у’ау” а? ву" 
[^” 42” — ("де") + Фу’ аз") 82" -- 
[’а22" — а(у’а8г")] 4 82" | у’ фе" 428" — 
— Га’ — а (в ал’) + а2(у’ 8" — 
— [& 425’ — 4(’ 45х’))] 48х’ — у’ Вх’ 42 8х' — 
— [’ ау’ —а4(»’ Фу’) -- @(у @у')] ву’ — 
— [»’Фу’—а( 4’) | 48у’ — Фу’ 42 8у' — 
— [^'аг’ — 4 (' а22") Е а? (у'482”)] 82’ — 
— [№ 422’ — 4 ('482')| 482’ — у’ @82' 4282". 
55. Прираввяв сначала нулю коэфициенты вариаций 0х, 6у, 482 под 
знаком &, мы получим три следующих неопределенных уравнения 
Хат— а ах--4?(ь 42х) — 43 ( 4х) = 0, 
Уат — а ау) -— а?2(% 49) — 48(у 439) =0, 
дат — 4 (\ 42) — 42 (и 422) — 48(у 432) = 0, 
которые содержат в себе три неопределенных переменных величины ^, в, у. 
и служат только для определения этих величин. Таким образом здесь нет 
неопределенных уравнений между различными силами Х, У, 7, которые 
согласно допущению приложены ко всем точкам стержня и, следовательно, 


условия равновесия будут зависеть только от членов, находящихея вне 
знака &®. Но так как эти члены содержат в себе неизвестные величины 


Х, в, у, следует начать с определения этих неизвестных. 
Для этого следует приведенные выше уравнения проинтегрировать, что 
легко сделать, и тогда мы получим три следующих уравнения: 


[ хат— ^а2-р а(ь 44) — (у 48а) = А, 
[ удт —^4у-- 4+4) —Ф049) = В, 
[ 2ат —^42-- а 42) — 4? (у 432) = С, 


где 4, В, С— три произвольных постоянных. 
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Исключив теперь /, мы получим три уравнения 
ау | хат— ах Г Удт-|- ау4 (4х) — аха (ь4?у) — дуа? (у 4х) -- 
—- 4х4? (у 43) = А ду— Бах, 


Ча Г Хат— 4х | дат - ага (ъ а?х) — 4х4 (ъ 422) — ага? (у 8х) -- 
-- 424? (у 432) = А 4г — С 4х, 


Че Г Уайт — ду | Пат -- ага (у) — дуа (ь4?г) — ага? (у ау) -- 
-- дуа? (у 432) = В 4г — бау, 


которые тоже могут быть проинтегрированы, после чего получается 
у | Хат—2 | Уат — | (Ху— Уз ат--ь (ау — ата) — 
— ауа (43) + аха (у у) - у (@?у ах — @т4у) = Ау — Вз-Е Е, 


2 | Хат— 2 || 2ат — [ (Хе — в) ат- ь(@г @8з — 454) — 
— ага (у 4х) -|-. 4х4 (у 432) - у(а?г @8х — 42х г) = Аг— Сх-- а, 


г [| Уат— у | ат — | (Уз— 2у)ат -- в (9г4зу — ду) — 
— 424 (у 434) -- ауа (432) -- у (422азу — 4у432) = Вг — Су Н, 


здесь ЕР, а, Н представляют собою новые произвольные постоянные. 

Три последних уравнения послужат для определения трех величин вц, у, 
и ау, а три первых интеграла уравнений дадут значения ^, 4, 42. Этим 
путем у нас будут определены все неизвестные величины, входящие в со- 
став членов, стоящих вне знака ®. Для этого следует в шести найденных 
нами уравнениях отметить одним штрихом или двумя все буквы, за исклю- 
чением произвольных постоянных, затем в первом случае положить рав- 
ными нулю величины, снабженные знаком | ‚ считая их отнесенными к пер- 
вой точке нити, во втором же случае заменить у этих величин | знаком №, 
с тем, чтобы отнести их к последней точке нити. 

56. На основе изложенного определим теперь условия, какие могут 
получиться в результате увичтожения членов общего уравнения равновесия 
(п. 54), стоящих вне знака ®. 

Прежде всего, если мы допустим, что стержень совершенно свободен, 
то все вариации 95’, ду’, 82’, 46х’, 48’, 482’, 428х’, 409’, 4202’ и ду’, 
6/", 82", 40х”,... будут неопределенными; следовательно, каждый из коэфи- 
циентов при них следует приравнять нулю; ясно, что тогда величины 
Х’, ш’ у’, аи’, ау’, 4, а также ^”, и’, у’, аш’, ау’, 4 должны равняться 
нулю. 

Итак, первые три интеграла предыдущего пункта, будучи отнесены 
к первой и последней точке нити, дадут следующие шесть условий, 


А=0, В=0, С=0, &Хат= А, %У4ат= В, %б4ат=С; 
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последние три интеграла в свою очередь дадут следующие шесть уравнений: 
Ау’ — Вх’ - Е==0, 
А2’— С’ а — 0, 
Ва’ — Су’ Н==0; 
у" Хат— =" \ Уат—В (Ху— Ух) ат= Ау" — ВНР, 
2” & Хат— У бат— 5 (Хг — 72) ат = Аг" — Ох’ РЦ, 
2" Удт— у’ 5 2ат—\(Уг — ду) ат = В2" — СУ’ Н. 
Следовательно, 
А=0 В=0, С=0, Ё=0, а=0, Н=0, 
а потому 
“ХХ 4т==0, \ Удт=0, %7ат=0, 
8 (Ху Удадт= 0, В(Х2— бл)ат=0, %(У2— И) ат =0. 


Таким образом последние шесть уравнений являются единственно 
необходимыми для равновесия негибкого стержня, если последний не имеет 
неподвижной точки. Сказанное совпадает с тем, что мы установили выше 
(п. 25); это могло бы быть выведено и непосредственно из теории, изло- 
женной в отделе Ш, что и было нами отмечено в упомянутом пункте. 

57. Теперь предположим, что на стержне имеется одна неподвижная 
точка, причем этой точкой является первый конец стержня. В таком случае 


мы булем иметь 
УХ 0%’ = 0, 6у’==0, 02’==0; 


таким образом члены, в состав которых входят эти вариации, сами собою 
исчезнут; следовательно, достаточно приравнять нулю коэфициенты вариа- 
ций 405’, 48’, 442’, 428%’, 4209’, 482’, а также коэфициенты вариаций 
бд", 6", 82”, 46%’, а8у",.... 
Но легко видеть, что для этого достаточно будет, как и в предыдущем 
случае, положить и’ ==0, у’=0, 4у’==0, и затем 
^” —=0, в’=0, у’=0, д ==0, 4 =0, а =0. 


Тогда мы найдем те же условия, что и в предыдущем пункте, но 
только при этом А, В, С уже не будут равны нулю. 
Итак, мы будем иметь 4 =№ Х дт, В =® Удт, С = 7 ат и дальше 


Е = Вл’ — Ау’, @=015’— Аг’, Н==Оу’— Вг'; 
три других уравнения примут тогда следующий вид: 
—& (Ху— Ул ат = Вх’ — Ау, 
—% (К. — 25) ат = (х' — Аг’, 
-— ® (Уё— дат = Су’ — Вх’, 


или, иначе, 
9 (Ху— Уз ат— <’ Удт— у Ц Хат=0, 


У (Х2 — ж ат’ Дат — 2’ Хат==0, 
9 (У — дату’ 4т — 2’ Удт=0, 


или, что то же, 
У[Х (У — 9’) — У (#—)] 4т==0, 


У [Х (@е— 2’) — 6(#—2'’)] ат =0, 
$ [У@—2) — 2 ут = 0. 
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Таковы уравнения, единственно необходимые для равновесия; ясно, 
что они соответствуют уравнениям, найденным в пункте 24. 

58. Если бы стержень в своей первой точке был закреплен таким обра- 
зом, что неподвижной оставалась бы не только первая точка, но и каса- 
тельная в этой точке, тогда мы имели бы не только дх’==0, 08’ ==0, 
52’ =0, но и 

6 4х’ —=48х’ =0, вау’ = 48’ ==0, 642’ ==482' = 0; 


следовательно, все члены, в состав которых входят эти величины, сами 
собою исчезли бы, и нам оставалось бы лишь добиться исчезновения чле- 
нов, в состав которых входят вариации 4265’, 428’, 4262’ и 85’, ду", 62", 
4х”, а8у",.... | 

Таким образом в данном случае мы имели бы только нижеследующие 
условия | 


у’ — 0, А" — 0, ы,” — 0, у’ — 0, Фь” — 0, ау” — 0, 2,” — 0; 


следовательно, и здесь постоянные 4, В, С будут иметь значения 
А=у\хХат  В=\Уат  С=\Иат, 


далее, если три последних интеграла пункта 55 применить к последней 
точке стержня, то они дадут 


Е=\(Ух— Хуат, а=%(7х— Хдат Н=%(йу— Уз ат. 


А если те же уравнения применить к первой точке, то мы будем иметь 
о’ (ау’ 4х’ — ах'42у”) — ам (ау’4х’ — ах'4зу) = Ау’ — Вх’ -Н Р, 
и’ (а2' 4х’ — ах’ а?) — ау’ (аг'43х' — ах’ 482”) = Аг’ — Ох’ -Е Ц, 
„/ (42’4?у” — ау’ 422”) — ау (аз’43у’ — ду’а32/) = Вг’ — Оу’ Н, 
откуда, по исключении ’и 4’, получится следующее уравнение: 
А (у’аг’ — ау’) -- В (г'4х' — х'42’) -- С (х’ау’ —у’ах’) —- 
— Раг’ — а ау’ - Нах’ = 0. 


Таково уравнение, необходимое для того, чтобы предотвратить враще- 
ние стержня вокруг его первой касательной, которая согласно допущению 
остается неподвижной; легко видеть, что в том случае, когда стержень 
образует прямую линию, первый член этого уравнения превращается в нуль. 

59. Как на недостаток нашего метода можно было бы указать на про- 
странность приведенного выше решения, которое действительно длиннее 
решения, данного для гибкой нити; между тем, при пользовании обычными 
методами, последняя задача представляется гораздо более трудной, чем 
задача о равновесии жесткого стержня, находящегося под действием любых 
сил; происходит это от того, что при разрешении задачи о гибкой нити 
приходится определять путем сложения сил форму кривой, какую нить 
должна принять для того, чтобы находиться в равновесии; в случае же 
стержня эта кривая наперед дается, и для равновесия требуется лишь, 
чтобы моменты сил обратились в нуль. Но когда мы ставим себе целью 
при разрешении всех проблем пользоваться единообразным приемом и пере- 
ходить от одной проблемы к другой последовательно, по мере прибавления 
новых условий, то ясно, что случай негибкой нити менее прост, чем 
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елучай гибкой нити, так как несгибаемость, будучи выражена аналитически, 
сводится к постоянетву взаимных расстояний между точками нити. И если 
в настоящем случае, когда кривая наперед дается, она уже не является 
результатом расчета, как в случае гибкой нити, то это представляет 
собою такое обстоятельство, которое должно быть отмечено анализом и ко- 
торое ' действительно отмечается тем, что в трех неопределенных уравне- 
ниях относительно ^, |, у, указанных в п. 55, остаются три неопределен- 
ных величины 2, у, 2, так что эти уравнения могут быть применены 
к Любой заданной кривой. Таким образом на указанные уравнения’ не 
следует смотреть как на некоторое бесполезное излишество; сверх того, они 
‘служат для определения трех неизвестных ^, цв, у, от которых зависят 
условия равновесия и которые одновременно выражают *) собою силы, 
противодействующие тому, чтобы значения трех функций о, В, | изменялись 
под действием сил, приложенных к нити. 

Конечно, три неопределенных величины ^, 1, у должны быть замещены 
тремя условными уравнениями, выражающими тот факт, что диференциаль- 
ные функции а, В, 1 следует раесматривать как величины наперед задан- 
ные. Но так как в силу природы диференциального исчисления абсолютное 
значение диференциалов остается неопределенным и задано может быть 
только их отношение, то эти уравнения могут быть эквивалентными лишь 
двум уравнениям, содержащим в себе отношения трех величин а, В, 1]; этих 
двух уравнений достаточно для определения кривой. 

Действительно, из выведенного выше (п. 46) ясно, что угол смежности, 
образованный двумя послёдовательными элементами кривой, выражается 


— аа 
с помощью уве ‚ где а, В, 1 сохраняют значения, указанные в пункте 53; 
` а Та 
таким образом радиус кривизны выражается через УЕ. Следова- 
о — 492 


тельно, так как этот радиус предполагается заданным, то и форма кривой, 
если она простой кривизны, дана; если же это кривая двойной кривизны, 
то нетрудно доказать, что вторая кривизна, обязанная своим происхожде- 
нием углу смежности, образуемому двумя плоскостями, проходящими через 
два соседних элемента кривой, зависит от отношения трех величин 
х, В, 1**). Таким образом рассматриваемые три условия, относящиеся к ври- 
вой, сводятся к тому, что эта кривая должна быть наперед задана, кзк 
это и предполагается по условиям задачи ***). 

Анализ этой задачи можно было бы распространить и на случай по- 
верхности или твердого тела, все точки которых находятся под действием 
любых сил; но мы покажем как его можно упростить, исходя из тех же 
условных уравнений и определив наперед с их помошью вид вариаций 
5оординат. 


*“) См. примечание к пункту 58 (стр. 124). Прим. Бертрана 

**) Вторая кривизна зависит также и от @8. Прим. Бертрана 

***) Изложенные выводы показывают, что две кривые совместимы, если в обеих 
кривых радиусы первой и второй кривизны выражаются одними и теми же функ- 
циями дуги. Следовательно, если в обеих кривых радиусы постоянны и соответ- 
етвенно равны между собою, то эти кривые идентичны; а так как всегда можно 
определить винтовую линию, имеющую наперед заданные радиусы кривизны, то 
всякая кривая, У которой радиусы кривизны постоянны, представляет собою вин- 
товую линию. Многие геометры дали изящное доказательство этой теоремы. 
См.две статьи, одну — Пюизэ (Ршзеих) и вторую Серрэ (Зетгеё) в Лопгпа1 ае Ма%Ь6- 


31а 1ащез 4е ТлоцуШе, 17° зб ще, $. УП, р. 65 и 6. ХУЬ р. 1983. Прим. Бертрана- 


9 Зак. 224. — Аналитическая механика. 
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ГЛАВА ПУ. 


0 РАВНОВЕСИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА КОНЕЧНОЙ ВЕЛИЧИНЫ И ЛЮБОЙ ФОРМЫ, 
ВСЕ ТОЧКИ КОТОРОГО НАХОДЯТСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЛЮБЫХ СИЛ. 


60. Так как условие твердости тела заключается в том, что все точки 
его постоянно занимают в нем одни и те же положения и сохраняют неиз- 
менными взаимные свои расстояния, то между вариациями 0х, 69, 02 мы 
имеем те же условные уравнения, какие были найдены в пункте 53; ведь 
ясно, что если мы представим себе внутри этого тела какую-либо кривую, 
то достаточно, чтобы все точки этой кривой сохраняли неизменными взаим- 
ные свои расстояния, как бы тело ни двигалось; таким образом с помощью 
указанных уравнений можно непосредственно определить значения интере- 
сующих нас вариаций. 

С этой целью я обращаю внимание на то обстоятельство, что если 
мы перейдем к диференциалам второго порядка, то всегда можно один 
из диференциалов первого порядка принять в качестве постоянной вели- 
чины; допустим поэтому, что 4х — постоянное число; тогда, следовательно, 
4х — 0, 4х —=0,...; благодаря этому второе и третье уравнения примут 
следующий вид: 

‚ 42 94? ду | а22 4262 =0 и 4у 8-42 4802 = 


., И 42 тох 
Первое из этих уравнений дает сначала 4287 — — т, 4Ф4г, а затем 
после диференцирования 
2 фг а3у 
3 472 —_ о 
бу — те 48а — | — о | #82. 


Если это выражение подставить во второе уравнение, то оно будет делиться 
АЗу а?2 


482 — 
на ву 


‚ после чего получится 
4382—0262 — 
ау 


откуда путем интегрирования получается 
442 = 61, 44, 
где 5.Г, — постоянная величина. Имея значение 4262, мы получим 
42? 6 = — 6 Г, 42. 
Если мы снова проинтегрируем и дополнительно введем постоянные — 611 4х, 
ОМ 4х, то мы будем иметь 
482 =6Г ау — 6]Гаж, а8у = — 6 Г, 42-Е 6М ах, 
а эти величины, будучи подставлены в первое условное уравнение, т. е. в 
ах 46х —- ау аву- 4248г: =0, 
приведут его к следующему виду: 
40х —= — 6 Мау НЕ 5М аг. 


Наконец, после третьего интегрирования и после введения трех новых. 
постоянных 91, 67", би мы получим 


0х = 0 —убМ 261, 
бу =бт-ф- х6№М — 26 Г, 
02 —=6и — 6 -РубГ. 
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Легко убедиться в том, что эти выражения удовлетворяют не только 
первым трем условным уравнениям, указанным в пункте 53, но и всем 
другим, каких можно было бы найти бесчисленное множество; все эти 
уравнения заключаются в следующем общем выражении 


фтта” 6х —- дпуат ву —- апайт 82 = 0. 


Таковы, следовательно, значения 0.5, бу, дг для любой системы точек 
связанных между собою таким образом, что они постоянно сохраняют одни 
и те же взаимные расстояния; поэтому указанные значения служат не 
только для случая любой подвижной кривой неизменной формы, но и для 
случая твердого тела, имеющего какую угодно форму. 

Эйлер впервые нашел эти простые и Изящные формы — для того, 
чтобы выразить вариации координат всех точек твердого тела, движуще- 
гося в пространстве. Он пришел в ним на основании соображений, выве- 
денных из диференциального исчисления, но отличных от тех, которыми 
мы воспользовались, и как мне кажется, менее строгих *). См. в томе Бер- 
ЛИНСкой академии за 1760 г. мемуар: Обсоцуее Фип попуеам репе!ре 4е 
М6сап1дче. 

61. Так как приведенные выше значения дл, бу, 62 уже удовлетворяют 
условным уравнениям задачи, то ясно, что остается только подставить их 


в формулу 
| У (Хх -- Убу-- 762) ат 


и добиться того, чтобы оно было равно нулю независимо от единственно 
оставшихся неизвестными величин 81, дт, ди, 5Г, 8М, 5М. 

Но эти величины являются общими для всех точек тела, поэтому при 
подстановке их следует вывести за знак &; тогда, следовательно, мы полу- 


чим следующее общее уравнение равновесия для твердого тела любой 
формы 
1% Хат -5т\ Уат 5% В бат 8 МВ (Ух — Ху)ат-- 
Ем (Ха — 25) ат -- 5Г,& (бу — Уг) дат =0, 


откуда выводятся особые“уравнения равновесия в соответетвии с различ- 
ными условиями задачи. 

62. Прежде всего, если мы допустим, что тело совершенно свободно, 
то все шесть вариаций 0, дт, ди, 6Г, 6М, 8№ будут неопределенными, 
и тогда следует отдельно приравнять нулю величины, на которые эти ва- 
риации умножаются; это даст нам уже известные шесть уравнений 


УХ ат ==0, & Уат=0, ат =0, 
$ (Ух—Ху)ат=0, \(Х2— 2%) ат=0, 8 (7у— Уз) ат =0. 


Во-вторых, если тело имеет одну неподвижную точку, вокруг которой 
оно может свободно вращаться во всех направлениях, то, назвав а, 6, с 
координаты 7, у, 2 этой точки, мы должны иметь 


ба=0, 66—0, 096 =0. 


*) Доказательство Эйлера действительно является менее прямым, чем дока- 
зательство Лагранжа; но мне не удалось установить точки зрения, исходя из кото- 
рой Эйлера можно было бы обвинить в недостаточной строгости его доказательства. 


Прим. Бертрана. 
9х 
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Следовательно, 
61— 66№М --8М =0, дт— с ГГ аз№М=0, би ам --Ь6Г,=0; 
откуда получается 
00 —60№М — с 5/1, дт = с8Г— аёМ, би=а8М—65Г. 


Подставим эти значения в общее уравнение предыдущего пункта 
и, подведя под знак ® величины а, 6, с, являющиеся постоянными по 


отношению к различным точкам тела, мы получим следующее преобразо- 
ванное уравнение 


М [У@—а—Х(и— 5) ат 
МУ [Хе —@—2(х— а] ат 
52 % [7 (9—5) —У(2— с)] ат=0, 
из которого можно получить три уравнения, а именно 
У [У (#— 9 — Х(и— 5] ат =0, 
УХ (2 —© —7(#— а)] ат =0, 
У [7 (и В — У (2 —@] ат =0. 


В-третьих, если тело имеет две неподвижных точки и [, 09, № пред- 
ставляют собой координаты 2, у, г второй точки, то мы будем иметь 


51=98№М—8М, ёт=А8Г— РОМ, в -==Р8М —98Г; 


сравнив эти значения 61, 6%, дп с приведенными выше, мы, следовательно, 
получим 
(9—6) 8№М — (# —)8 М ==0, (Г а) 8 М — — © 5Г=0, 
(— 98 М— (9—Б5)5Г. =0. 
Первые два из этих уравнений дадут 


а. = ам, М = ?5мМ: 
й—с й—с 


так как эти значения удовлетворяют и третьему уравнению, то отсюда 
следует, что вариация 6М№ остается неопределенной. 

Если произвести эти подстановки в найденное выше преобразованное 
уравнение, то мы получим 


| -®—о\[У@—а—Х(ч— В] ам | 
8М | 59-Х (#— © —2(х— а] вт | =0; 
[ +(—98 [2—9 — Уе—о9] аа | 


тавим образом условия равновесия будут заключаться в следующем едик- 
ственном уравнении: 


--&—69$[Уе—а— Ха — В] ат-- 
(9—5 [Х(@#—9—2(а— а] ат- 
-- (1—4) 8 [7 (9—5) — У(#2— в] ат=0. 


63. Приведенные различные уравнения соответствуют тем уравнениям, 
которые мы дали раньше в отделе Ш для равновесия изолированной 
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системы точек неизменяющейся формы; мы могли бы условия этого равно- 
весия непосредственно применить к условиям равновесия твердого тела 
любой формы, все точки которого находятся под действием заданных сил. 
Но мы сочли небесполезным, в целях демонстрации плодотворности нашего 
метода, рассмотреть эту задачу 0с0бо и совершенно не пользуясь решен- 
ными уже раньше задачами. 

Впрочем, если две точки тела, о которых мы предположили, что они 
неподвижны, в действительности двигались по заданным линиям или 
поверхностям, или же были связаны друг © другом каким угодно обравом, 
то мы тогда имели бы еще одно или несколько диференциальных уравнений 
между вариациями координат а, В, с, [, 9, №, соответствующих этим 
точкам; подставив вместо этих вариаций их выражения через 61, дт, 8м, 
0Т, М, 6М№, на основе общих формул пункта 60, мы получили бы столько 
уравнений между этими последними вариациями, сколько нужно для того, 
чтобы с их помощью определить некоторые из этих вариаций при по- 
средстве остальных; подставив затем эти значения в общее уравнение 
и приравняв нулю каждый из коэфициентов оставшихся вариаций, мы 
получили бы все уравнения, необходимые для равновесия. 

Ход исчисления, как видим, остается все время одним и тем же. это 
именно и следует признать одним из главнейших преимуществ данного 
метода. 

64. Найденные выше (п. 60) выражения для вариаций 05, 64, де поз- 
воляют видеть, что эти вариации представляют с0бою не что иное, как 
результат поступательных и врашательных движений, которые мы особо 
рассмотрели в отделе Ш. 

` Действительно, ясно, что члены 51, бт, дп, являющиеся общими для 
всех точек тела, представляют собою малые пути, пробегаемые телом 
по направлениям координат х, 9, г при наличии какого-либо поступатель- 
ного движения; из формул пункта 8 того же отдела можно также увидеть, 
что члены 20М — убМ№, х0М — 26Г, у0 Г, —х6М представляют собою малые 
пути, проходимые по тем же направлениям каждой точкой тела вследствие 
вращательных движений 0Г, 61, 6№ вокруг трех осей х, У, г; эти вели- 
чины 6Г, М, 6М№ соответствуют величинам 4+, 4®, 4 упомянутого выше 
пункта. Таким 0бразом приведенные выше выражения можно было бы 
получить и непосредетвенво, исходя только из рассмотрения этих дви- 
жений, что, правда, было бы проще, но представляло бы собою менее 
прямой путь. Изложенный же выше анализ приводит естественко к этим 
выражениям и этим доказывает более прямым путем и в более общем 
виде, чем это было сделано в пункте 10 отдела Ш, что когда различные 
точки системы постоянно сохраняют неизменным свое взаимное положение, 
система в любое мгновение может иметь только поступательное движение 


в пространстве и вращательное движевие вокруг трех взаимно перпен- 
дикулярных осей [18]. 


ОТДЕЛ ШЕСТОЙ. 


0 ПРИНЦИПАХ ГИДРОСТАТИВИ. 


Хотя мы не знаем внутреннего строения жидкостей, тем не менее мы 
не можем сомневаться в том, что частицы, из которых они состоят, мате- 
риальны и что поэтому законы равновесия применимы к жидкостям в такой 
же мере, как и к твердым телам. Действительно, основное свойство жид- 
костей, и притом — единственное, отличающее их от твердых тел, заклю- 
Чаетея в том, что все части их подчиняются малейшей силе и могут 
перемещатьея друг относительно друга со всей возможной легкостью, 
независимо от того, какая связь и взаимодействие существуют между этими 
частями. Так как это свойство может быть легко выражено © помощью 
математического исчисления, то отсюда следует, что законы равновесия 
жидкостей не требуют особой теории и представляют собой лишь частный 
случай общей теории статики. С этой именно точки зрения мы и будем 
их рассматривать; но мы полагаем, что нам следует начать © изложения 
различных принципов, которые применялись до сих пор в этой части 
статики, которую обычно называют гидростотикой, с тем, чтобы дополнить 
тот анализ принципов статики, который мы дали в первом отделе. 

1. Первым принципам равновесия жидкостей мы обязаны еще 
Архимеду. Его трактат Ое шз1ептфи$ Вито в греческом оригинале до 
нас не дошел; существовал только латинский перевод, довольно дефектный, 
составленный Тартальей (Тагэеа), пока Коммандин (Соттердш) не 
занялся его восстановлением и пояснил его примечаниями; благодаря ста- 
раниям этого сведущего комментатора указанный перевод появился 
в 1565 году под названием Пе 115 диае уератбиг ш адча. 

Это произведение, которое можно рассматривать как одно из наиболее 
ценных наследий древности, состоит из двух книг. В первой из них 
Архимед излагает следующие два принципа, которые он раесматривает 
как опытные начала и на которых он основывает всею свою теорию: 
1) природа жидкостей такова, что менее сжатые части их выталкиваются 
более сжатыми и каждая часть жидкости всегда сжимается весом соответ- 
ствующего ей вертикального столба; 2) все, что выталкивается жидкостью 
вверх, всегда выталкивается по вертикальному направлению, проходящему 
через центр тяжести. 

Из первого принципа Архимед прежде всего выводит, что поверхность 
жидкости, все части которой согласно предположению тяготеют к центру 
земли, должны иметь сфёрическую форму для того, чтобы жидкость нахо- 
дилась в равновесии. Далее, он доказывает, что тело, имеющее такой же 
вес, как равный ему объем жидкости, должно полностью погрузиться в жид- 
кость; ибо если представить себе две равных пирамиды рассматриваемой 
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зкидкости, которая согласно допущению находится в равновесии по отно- 
шению к центру земли, то та пирамида, в которую тело только частично 
погрузилось, производила бы большее давление на центр земли или 
вообще на любую сферическую поверхность, которую мы представили бы 
себе проведенной около центра. Аналогичным образом он доказывает, что 
тела, вес которых меньше веса равного объема жидкости, могут погру- 
зитьея в эту жидкость лишь Еастолько, что погруженная часть их займет 
объем жидкости, имеющей вес, равный весу всего тела. Отсюда он выводит 
две теоремы гидростатики, а именно: 1) тела более легкие, чем равный 
им объем жидкости, будучи погружены в эту жидкость, выталкиваются 
вверх с силой, равной превышению веса вытесненной жидкости над весом 
погружевного тела, и 2) тела более тяжелые, чем жидкость, теряют в по- 
следней часть своего веса, равную весу вытесненной жидкости. 

Далее Архимед пользуется своим вторым принципом для того, чтобы 
установить законы равновесия тел, плавающих на жидкости. Он доказывает, 
что каждое сечение шара, более легкое, чем равный ему объем жидкости, 
на которой он плавает, обязательно должно расположиться таким образом, 
что основание его будет горизонтально; его доказательство заключается 
в следующем: он указывает, что если бы основание оказалось наклоненным, 
то вес всего тела, который мы можем себе представить сосредоточенным 
в его центре тяжести, и вертикальное давление жидкости, которое мы тоже 
можем себе представить сконцентрированным в центре тяжести погруженной 
части тела, стремились бы всегда повернуть тело до тех пор, пока его 
основание не заняло бы горизонтального положения. 

Таковы вопросы, рассматриваемые в первой книге Архимеда. Во второй 
книге Архимед, на основе тех же принципов, дает законы равновесия 
различных тел, получающихся от вращения конических сечений и погру- 
женных в жидкости, обладающие большим весом, чем эти тела; он расемат- 
ривает случаи, когда эти коноиды могут оставаться в наклонном положении, 
случаи, когда они должны сохранять свое отвесное положение, а также 
случаи, когда они должны опрокинуться или же выпрямиться. Эта книга 
является одним из прекраснейших памятников гения Архимеда, она содержит 
в себе теорию устойчивости плавающих тел, к которой современные ученые 
прибавили лишь очень немного. 

2. Хотя после всего того, что было установлено Архимедом, уже не 
представляло особого труда определить давление жидкости на дно или на 
стенки сосуда, в котором эта жидкость содержится, тем не менее только 
Стевин впервые предпринял эти исследования и открыл гидростатический 
парадокс, заключающийся в том, что жидкость может производить давление, 
гораздо большее собственного ее веса. Гидростатическая теория изложена 
Стевином в третьем томе его Нуротпетаба табфета&са, переведенной 
Снеллиусом (ЗпеШиз) с голландекого языка, и изданной в Лейдене в 1608 году. 
Доказав, что твердое тело любой формы, имеющее вес, равный весу воды, 
‘будет в последней находиться в равновесии в любом положении, так как 
оно будет всегда занимать одинаковое место и будет весить столько же, 
сколько оно весило бы, если бы оно было составлено из воды, — Отевин 
представляет себе наполненный водою прямоугольный сосуд и легко дока- 
зывает, что Дно этого сосуда должно поддерживать всю тяжесть воды, 
наполняющей сосуд. После этого Стевин . допускает, что в этот сосуд 
погрузили любой формы твердое тело, имеющее вес, равкый весу воды; 
тогда ясно, что Давление останется неизменным. Следовательно, если 
твердому телу придать такую форму, что останется только канал жидкости 
любой формы, то давление этого канала на основание сосуда останется 
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тем же и, следовательно, оно будет равно весу вертикального столба воды, 
опирающегося на то же основание. Далее Стевин указывает, что если 
допустить, что упомянутое твердое тело неподвижно закреплено на своем 
месте, то это не может вызвать какого-либо изменения действия воды на 
основание сосуда; таким образом давление на дно сосуда всегда равно 
весу того же столба воды независимо от того, какова форма сосуда. 

После этого Стевин. переходит к определению давления жидкости на 
вертикальные или наклонные стенки сосуда. Он делит поверхность стенок 
с помощью горизонтальных линий на ряд мелких частей и показывает, что. 
каждая подобная часть находится под давлением, большим того, какое 
испытывала бы эта часть, если бы она лежала горизонтально на высоте 
своего верхнего края, но в то же время меньшим того, какое она испы- 
тывала бы, если бы лежала горизонтально на высоте своего нижнего края. 
Отеюда, уменьшая величину этих частей и увеличивая их число до беско- 
нечности, Стевин по способу пределов доказывает, что давление на плоскую 
наклонную стенку равно весу столба, имеющего своим основанием эту 
стенку, & высотой — половину высоты сосуда. 

Далее он определяет давление на любую часть наклонной плоской 
‘стенки и устанавливает, что оно равно весу столба воды, который обра- 
зовалея бы, если бы в каждой точке этой части были восставлены. 
перпендикуляры, равные глубине погружения этих точек под поверхностью 
воды. После того как эта теорема доказана для плоских поверхностей, 
расположенных каким угодно образом, ее легко распространить и на кривые 
поверхности, и на основании этого притти к общему выводу, что давление, 
производимое весомой жидкостью на любую поверхность, измеряется весом 
столба этой жидкости, имеющего своим основанием эту поверхноеть (в случае: 
необходимости ее можно превратить в плоскость), высота же этого столба 
для различных точек основания неодинакова: в каждой точке основания 
она равна расстоянию этой точки от поверхности жидкости или, что по’ 
существу то же, это давление измеряется всем столбом жидкости, имеющим 
своим основанием поверхность, испытывающую на себе давление, & высотой — 
вертикальное расстояние центра тяжести той же поверхности от верхнего- 
уровня жидкости *). 

3. Вак видим, приведенные выше теории равновесия и давления 
жидкостей совершенно не связаны © общими принципами статики, они 
основаны лишь на опытных положениях, выведенных из наблюдений над 
особыми свойствами жидкостей. Этот метод обоснования законов гидро- 
статики, заключающийся в том, что из некоторых законов, полученных, 
экспериментальным путем, затем выводят все прочие законы, был воспринят 
большинством новейших авторов, благодаря чему гидростатика является 
дисциплиной, совершенно отличной и независимой от статики. 

Тем не менее представлялось естественным попытаться связать между 
собою эти две дисциплины и подчинить их одному и тому же принципу. 
Однако ясно, что из числа различных принципов, которые могут быть 
использованы в качестве базы для статики и которые мы вкратце изложили 
в первом отделе, только один принцип виртуальных скоростей может быть 
естественно применен к равновесию жидкостей. И действительно, автор. 
этого принципа — Галилей — воспользовался им для обоснования главнейших 
теорем статики и гидростатики. 


*) По отношению к давлению на кривые поверхности это положение неверно: 
Автор по недосмотру не отметил здесь этого обстоятельства. Прим. Бертрана... 
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В своей 015сотзо и\фогпо аПе созе, све збаппо т за Гаедиа, 0 све ш диеПа 
31 тиоуопо он выводит непосредственно из этого принципа равновесие 
воды в сифоне, доказывая, что если допустить наличие равных высот 
жидкости в обоих коленах, то жидкость не будет снижаться в одном колене 
и полниматься в другом без того, чтобы моменты в снижающейся. 
и поднимающейся частях жидкости были между собою равны. Аналогичным 
способом Галилей обосновывает равновесие жидкостей с погруженными 
в них твердыми телами. Следует, конечно, признать, что его доказательства 
недостаточно строги и хотя их пытались дополнить в примечаниях, прило- 
женных к флорентинскому изданию 1728 г., можно сказать, что они оста- 
вляют еще многого желать. Декарт и Паскаль (Разса]) тоже применили 
в гидростатике принцип виртуальных скоростей; последний особенно широко 
использовал этот принцип в своем Тгабе де Гбди те 4ез Пацеитз, где 
он применил его для доказательства основного свойства жидкостей, заклю- 
чающегося в том, что любое давление, приложенное кв какой-либо точке 
их поверхности, передается равномерно всем другим точкам. 

4. Однако указанные применения принципа виртуальных скоростей 
были еще слишком гипотетичными и, если можно так выразиться, слишком 
робкими (1асЪез), чтобы послужить основой для разработки строгой теории 
равновесия жидкостей. Но с того времени указанный принцип был оставлен 
большинством авторов, писавших о вопросах гидростатики, и особенно 
теми из них, которые поставили себе целью расширить пределы этой 
отрасли знания и найти законы равновесия разнородных жидкостей, все: 
части которых находятся под действием каких-либо сил; эти исследования 
особенно важны потому, что они находятся в связи е знаменитой проблемой 
о форме земли. 

Гюйгенс *) принял в своем исследовании в качестве принципа равно- 
весия положение о перпендикулярности тяжести к поверхности. Ньютон **) 
исходил из принципа равенства весов центральных столбов. Буге ***). 
(Вопсиег) позднее отметил, что приведенные два принципа зачастую не 
приводят к одному и тому же результату, и на основании этого пришел 
к выводу, что для равновесия жидкой массы необходимо, чтобы оба прин- 
ципа осуществлялись одновременно и согласованно приводили к той же 
самой форме поверхвости жидкости. Однако Влеро (С]айталф) ****) дальше. 
показал, что могут быть и такие случаи, когда указанная согласованность суще- 
ствует, а равновесия все-таки нет. Маклорен (Мае]аличт) *****) обобщил 
принцип Ньютона и выдвинул положение, согласно которому у жидкой 
массы, находящейся в равновесии, каждая частица должна сжиматься 
одинаково всеми прямолинейными столбами жидкости, опирающимися на 
эту частицу и заканчивающимися на поверхности. Клеро еще больше обоб- 
щил этот принцип, показав, что равновесие жидкой массы требует, чтобы 
силы, приложенные ко всем частям жидкости, заключенным в любой трубке, 
заканчивающейся на поверхности или же замкнутой, взаимно уничтожались. 
Наконец, он впервые вывел из этого принципа истинные основные законы 
равновесия жидкой массы, весе части которой находятся под действием 
каких-либо сил, и нашел уравнения в частных диференциалах, с помощью 
которых можно выразить эти законы. Это открытие придало гидростатике 
совершенно иной вид и превратило ее в новую науку. 


*) См. О1звегфа1о де самза, стау аз, адаЦатепфит; Орега, роз Вита, $. Ц, р. 116.. 
**) Рршерла, 1, ПЪ ргоров. 19. 

13%) Мбтотез де ГАсаЯ6ие де Зе1епсев, 1734. 

+**) Твое Че 1а Ноиге де 1а Тегге, р. 28, 2 Е@., Раг1з 1808. 

*1%#1) 'Тра166 4е Нах1опз, $. П, р. 110. Рат1з 1749. Прим. Бертрана. 
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5. Принцип Влеро является естественным следствием принципа равен- 
ства давления по всем направлениям, и из `последнего можно непоесред- 
ственно вывести те уравнения, которые получаются из принципа равно- 
весия жидких трубок. В самом деле, если давление рассматривать как силу, 
которая действует на каждую частицу и которая может быть выражена 
с помощью функции координат, определяющих место частицы в жидкости, 
то разность сил давлений, испытываемых частицей с двух противоположных 
и параллельных сторон, дает силу, которая стремится двигать частицу 
перпендикулярно к этим сторонам и которая должна быть уничтожена 
ускоряющими силами, приложенными к этой частице. Таким образом, если 
все эти силы отнести к трем взаимно перпендикулярным коордичатам и 
представить себе, что жидкая масса разделена на маленькие прямоугольные 
параллелепипеды, имеющие своими сторонами элементы этих координат, 
то мы тотчае же получим три уравнения в частных диференциалах между 
давлением и заданными ускоряющими силами; эти уравнения и служат для 
определения самого давлевия, а также отношения, которое должно суще- 
ствовать между этими силами. Этот простой способ нахождения общих 
законов гидростатики ведет свое начало от Эйлера (М6бто1лгез де ВегИо 
за 1755); в настоящее время этот способ принят почти во всех руковод- 
ствах по этой отрасли науки. 

6. Принцип равенства давлевия по всем направлениям является, таким 
образом, до настоящего времени основой равновесия жидкостей, и следует 
призкать, что этот принцип заключает в себе наиболее простое и наиболее 
общее свойство, установлениое опытом в жидкостях, находящихся в состоя- 
нии равновесия. Однако является ли знавие этого свойства совершенно 
необходимым при исследовании законов равновесия жидкостей? Нельзя ли 
эти заковы вывести непосредственно из самой природы жидкостей, рас- 
сматривая последние как собрания молекул, сильно разобщенных, независи- 
мых друг от друга и способных совершенно свободно двигаться во всех 
направлениях? Это я и попытаюсь сделать в следующем отделе, пользуясь 
при этом только принципом равновесия, который я до сих пор применял 
лишь по откошению к твердым телам; эта часть моей работы даст не 
только одно из наиболее прекрасных применений упомянутого принципа, 
но и послужит для упрощения в некоторых отношениях самой теории 
гидростатики. . 

Известно, ‚что жидкости вообще распадаются на два вида: на жидкости 
несжимаемые, части которых могут изменять свою форму, но не изменяют 
своего объема, и на жидкости сжимаемые или упругие, части которых епо- 
собвы изменять одновременно как свою форму, так и свой объем и которые 
всегда стремятся расшириться с известной силой, которую обычно прини- 
мают пропорциональной некоторой функции плотности. 

Вода, ртуть и т. д. принадлежат к первому виду; воздух, пары кипя- 
щей воды и т. д. принадлежат ко второму виду. 

Мы рассмотрим сначала равновесие несжимаемых жидкостей, а затем 
равновесие жидкостей, сжимаемых и упругих. 


ОТДЕЛ СЕДЬМОЙ. 
0 РАВНОВЕСИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ. 


1. Пусть имеется масса жидкости т, все точки которой находятся под 
действием тяжести или каких-либо сил Р, 0, ПВ,..., направленных по 
линиям 1, (0, 7,...; тогда для суммы моментов всех этих сил, если вос- 
пользоваться обозначениями пункта 12 отдела ТУ, мы получим следующую 
интегральную формулу 


У (Рёр-- 9064а-- Ви...) ат, 


/ 
которая вообще должна равняться нулю, чтобы жидкость могла находиться 
в равновесии. 


$ Г. 0 равновесии жидкости в очень узкой трубке. 


2. Допустим сначала, что жидкость заключена в бесконечно тонком 
канале или трубке заданной формы, и вообразим себе, что жидкость раз- 
делена на бесконечно малые слои или части, высота которых пусть будет 
45, а поперечное сечение в; тогда можно положить 41 = ® 45, так как 
сечение трубки х согласко допущению бесконечно мало, & 45 представляет 
собою элемевт кривой, образуемой трубкой. Теперь представим себе, что 
жидкость получает небольшое движение и бесконечно мало изменяет свое 
положение в трубке, причем 05$ представляет собою веболышое простран- 
ство, проходимое по трубке слоем или частицей 4т; тогда ясно, что 85 
выразит количество жидкости, которое одновременно пройдет через каждое 
из сечений ®« трубки. Но в силу несжимаемости жидкости это количество 
должно быть повсюду одинаковым; следовательно, если положить ® 65 = а, 
то а будет постоянной по всей’ ливии трубки. Таким образом мы будем 


а а 48 . 
иметь ® —-_, & следовательно, фт == >; Стало быть формула, выра- 
жающая сумму моментов сил, если постоянную « вынести за знак инте- 
храла, получит следующий вид 


«8 (Ром вы...) 5. 


Так как бр, 94, 07,... являются вариациями линий р, 4, 7,..., вызван- 
ными вариацией 85, то ясно, что эти вариации должны находиться между 
с0бою в таких же отношениях, как диференциалы 4, 44, 4",..., ибо форма 
трубки наперед задана; поэтому мы будем иметь 
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благодаря этому приведенная выше формула получит следующий вид; 


«8 (Р-- о-в -...), 


где диференциалы @р, 44, 4", ... относятся к кривой линии трубки, а знак ®. 


указывает на то, что интеграл берется по всему протяжению трубки. 
Следовательно, если приведенную величину приравнять нулю, то у нас 
получится уравнение 


У(Рар- 944 Ва--...)=0, 


которое содержит в себе общий закон равновесия жидкости, заключенной 
в трубку любой формы. 

3. Пуеть помимо сил Р, 0, В,..., действующих на каждую точку жид- 
кости, на одном из концов трубки имеется еще и внешняя сила П”, дей- 
ствующая на поверхность жидкости при посредстве поршня и перпендику- 
лярно к боковым стенкам сосуда; тогда обозначим через 85$’ малый путь, 
проходимый тем слоем жидкости, который согласно допущению ежат 
силой П’, в то время как другие слои проходят отличные от него пути 
03; в таком случае к сумме моментов сил Р, 0, В,... следует прибавить 
момент силы П’, который выразится через П’б5’. Но если мы назовем ®’ 
сечение трубки в том месте, где действует сила П’, то ®’05’ выразит коли- 
чество жидкости, проходящей через сечевие «’, в то время как через 
любое другое сечение ® проходит, количество жидкости 55. 

Но несжимаемость жидкости требует, чтобы эти количества были 
повсюду одинаковы; следовательно, аналогично тому, как мы приняли, 


я’ , а 
«65 == а, мы будем также иметь о ’55’ == а, откуда вытекает 8$’ = —7. Таким 
образом общая сумма моментов сил, действующих на жидкость, выразится 
с помощью следующей формулы: 


ТА 
от 8 ар о-ва + ...)| 
и уравнение равновесия будет иметь следующий вид: 
1 
п, 5 (Рар- 944 В+...) =0. 


4. Лено, что в состоянии равновесия сила П” должна быть уравно- 
вешена давлением на поршень, поперечное сечение которого равно ®’, откуда 
следует, что это давление будет равно — П” и, значит, будет равно 


®' К (Рар-- 9 аа Ва’--...). 


Таким образом’ вообще давление жидкости на каждую точку поршня 
выразится с помощью интегральной формулы 


У (Рар- 9 494а-- Ва’--...), 


причем этот интеграл должен быть взят по всей длине трубки. Давление 
останется тем же, если вместо подвижного поршея мы представим себе- 
неподвижное дно, запирающее трубку с одкой стороны. 

5. Если на другом конце трубки имеется другая сила П”, которая 
тоже действует при посредстве поршня, то, обозначив через ®” поперечное: 
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сечение канала в этом месте, мы аналогично прежнему получим для равно- 
весия жидкости следующее уравнение: 


ПН, 8 (Рар-- о в&-+...)=0. 


6. Следовательно, в том случае, когда жидкость подвергается сжатию 
только со стороны двух внешних сил П’ и П”, приложенных к поверхностям о’ 


/ и 

и ®”, для равновесия требуется, чтобы 7 =0; отсюда ясно, что 
силы П’и П” должны иметь противоположные направления и в то же 
время лолжны быть обратно пропорциональны поверхностям ®’и ®”, на 
которые они действуют; это последнее положение принимают обычно 
в качестве опытного принципа или, по меньшей мере, в качестве след- 
ствия, вытекающего из принципа равенства давления по всем направле- 
ниям, в котором, по мнению большинства авторов по гидростатике, и за- 
ключаетея природа жидкостей. 

7. онание законов равновесия жидкости, заключенной в очень узкую 
‘трубку любой формы, может привести к познанию законов равновесия 
любой массы жидкости, заключенной в какой-либо сосуд или же не заклю- 
ченной в него. 

В самом деле, если жидкая масса находится в равновесии и мы пред- 
ставим себе какой-нибудь пересекающий ее канал, то ясно, что жидкость, 
содержащаяся в этом канале, будет ваходиться в равновесии и сама по 
себе, т. е. независимо от остальной жидкости. Следовательно, для равно- 
весия этого канала, если отвлечься от внешних сил, мы будем иметь (п. 2) 


$ (Рар-- 90 44а Ва" ...)=0. 


Так как форма канала должна быть неопределенной, то приведенное 
уравнение должно быть независимым от этой формы; отеюда можно тот- 
час же притти к выводу, как это сделал Клеро в своей ТЬботе 4е а 
Ясоге Че 1а Тегге, что величина Рар- 0 49- Ра’... должна быть 
полным диференциалом. Но в этому заключению можно притти и с помощью 
анализа, причем одновременно можно установить отношения, какие должны 
существовать между величинами Р, 0, А,... С этой целью достаточно 
только варьировать интеграл 


№ (Рар-- 944 Ва...) 


по методу вариаций и положить эту вариацию равной нулю. 
8. Обозначим вообще через Ч значение интеграла 


У(Р4р-- 9 44-- Ва-|...), 
взятого по всей длине канала; тогда необходимо, чтобы 
2—0. 
Но путем диференцировавия мы получим 
ОТ —= 6% (Рар-- 9 49-- Ва’"--...) =\8(Рар-- 9 аа Ва--...) = 
—=&(Рвар-- 08 аа-- В 4" |... + 8Рар-- 80 9 -- В 4--°...). 


Поставив 48 вместо 64 и освободившиеь затем путем интегрирования 
о частям от двойного символа 46, мы получим 


т —=Рр-- 94-Е Вы... + З@Рар—аРёр-- 89 44 — 9084 -- 
В а’—аВ-Р...); 
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здесь члены, стоящие вне знака ®, относятся к пределам интеграла, выра- 


женного с помошью этого знака, и, следовательно, соответствуют концам 
канала; таким образом, если мы предположим, что эти концы веподвижны, 
то соответствующие им вариации 67, 84, 67,... будут равны нулю и рас- 
сматриваемые члены сами собою исчезнут. 

Далее, так как величины Р, 0, А,..., выражающие силы, являются 
функциями р, 0, х,..., или же всегда могут быть расематриваемы как их 
функции, то ясно, что та часть 5, которая имеет перед собою знак ®, не 


поддается дальнейшему преобразованию; следовательно, для того чтобы 
вообще имело место 5Ф —=0, необходимо, чтобы упомянутая часть сама по 
себе равнялась нулю и, значит, чтобы для каждой точки жидкости имело 
место тождество 


сРар— 4Р8р-|- 60 аа — 4064-Е 4’— аВ и... ==0. 
Если выражения сил Р, (©, В,... рассматривать как некоторые функции 
ф, 9, 7,...›то согласно общепринятому обозначению мы будем иметь 


ОР ОР ОР 
& также 


дР ОР 0Р: 
Ро бра Ри ...; 
аналогичные выражения мы будем иметь и для других диференциалов. 


Если эти выражения подставить в приведенное выше уравнение и распо- 
ложить члены в определенном порядке, то оно примет следующий вид: 


+ (3—5) (54 4р — 44а 8р) 
дР 98 

+ (=—ч») @&а—@8р-+ 
08 

+ (5 —%) (6 44 — 4864) 


это уравнение должно быть в силе независимо от диференциалов @р, 494, 
Чу, ...; 6Ф, 594, 0", ... 


Следовательно, если между переменными р, 4, х,... не существует 
никаких заданных отношений, следует положить в отдельности 
р 00 _( ЭР ов 99 08 _| 
— = =—- 9 оф 


ба бр 0 о № 


Приведенные уравнения представляют собою известные условные урав- 
нения для интегрируемости выражения . 


Рар-- 9 аа ва--... 


9. Когда линии 1, 4, 7,...,‚ как в рассматриваемом случае, относятся 
к ОДНОЙ И ТОЙ же точке пространства, они могут зависеть только от трех 
координат этой точки, а силы Р, 0, В,... могут быть веегда сведены 
к трем силам, действующим по направлениям координат (отд. У, п. Т). 
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Таким образом, если р, 4, 7 принять в качестве этих координат, будь то 
координаты прямоугольные или какие-либо иные *), а Р, (, В, ... принять 
в качестве сил, действующих на каждую частицу жидкости по направлению 
тех же координат, то величины Р, (, ДП, рассматриваемые как функции, 
р, 9, х должны удовлетворять следующим трем уравнениям 

ОР 00 _ ор 08 _, 99 _ ОВ 

па д о бр о 0 
Таковы условия, необходимые для того чтобы масса жидкости могла нахо- 
диться в равновесии, когда на все ее точки действуют силы Р, 0, В. 

Впрочем, до сих пор мы отвлекались от плотности жидкости, или 

точнее, мы считали ее постоянной и равной единице; однако, если бы мы 
пожелали допустить, что плотность является переменной, то, обозначив 
через Г плотность какой-либо частицы 4т, мы имели бы (п. 2) 4т = Го 4$, 
и величины Р, 0, А, ... следовало бы помножить на Г. Таким образом 
для равновесия жидкостей с переменной плотностью мы получили бы те же 
законы, что и для жидкостей с постоянной плотностью, причем нам при- 
шлось бы только помножить различные силы на плотность той точки, на 
которую они действуют, т. е. нам пришлось бы вместо Р, 0, В, ... напи- 
сать ГР, ГО, ГА, .... 


5 П. Вывод общих законов равновесия несжимаемых жидкостей 
из свойств частиц, их составляющих. 


10. Выведем теперь законы равновесия несжимаемых жидкостей непо- 
средственно из нашей общей формулы, рассматривая этот вид жидкостей, 
как составленный из большого количества частиц, способных перемещаться 
во всех направлениях, причем эти частицы могут изменять свою форму, 
но не изменять своего объема. 

Предположим для простоты, что все силы, действующие на частицы 
жидкости, сведены к трем силам, выражающимея через Х, У, Й и напра- 
вленным по осям х, У, 2 прямоугольной системы координат, т. е. стремя-. 
щимея укоротить эти координаты. В главе [ отдела У мы дали общие фор- 
мулы этого преобразования. 

Если мы обозначим через 47 массу любой частицы, то для суммы 
моментов сил Х, У, 7 мы будем иметь интегральную формулу 


У (Ха -- У -1- 742) аж; 


объем частицы может быть выражен через 4х Ду 42, & так как Г выражает 
плотность, то ясно, что мы будем иметь 


ат = Г 4х ау 42; 


следовательно, знак интегрирования № будет одновременно относиться к трем 


переменным д, $, 2. 

Сверх того, следует принять во внимание условное уравнение, выте- 
кающее из несжимаемости жидкости. Если допустить, что это уравнение 
выражается через Г, =0, то его следует продиференцировать в смысле 8, 


“) Это утверждение не вполне верно. Если силы Р, 9, В обозначают соста- 
вляющие, параллельные трем косоугольным осям координат, а р, 4, г — координаты 
относительно тех же осей, то сумма виртуальных моментов не равна Рар-- 9аа-- 
—- В 4г и приведенные выше соображения не могут быть применены к этому 
случаю. Прим. Бертрана. 
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помножить на неопределенный коэфициент Х и проинтегрировать, в резуль- 
тате чего получится выражение ® Л 56Т, которое и должно быть прибавлено 


‘Е приведенному выше выражению. 

Если при этом ве имеется ни внешних сил, которые действовали бы 
на поверхность жидкости, ни особых условий для этой поверхности, то 
в качестве общего уравнения равновесия мы получим просто (отд. ТУ, п. 13) 


“О м-РУЗ- 282) ат ЗЕ =0. 


`Интегралы здесь следует брать по всей массе жидкости. 

11. Условие несжимаемости заключается в том, что объем каждой 
частицы остается неизменным; следовательно, если мы этот объем выразим 
через 4х 4у 42, то в качестве условного уравнения мы получим 4х 4у 42 = 
— 018$. Таким образом мы будем иметь 


Т. = ах Чу 4г — сот 6Г==8 (4х ду 42). 


Можно было бы подумать, что для получения вариации д (4х ау аг) 
достаточно просто продиференцировать 4х ау 42 в смысле 9; в действитель- 
ности, однако, здесь следует остановиться ва одном соображении, без кото- 
рого исчисление оказалось бы недостаточно строгим. Величина 4х ду 42 
выражает объем частицы лишь в том случае, когда мы допускаем, что эта 
частица имеет форму прямоугольного параллелепипеда, стороны которого 
параллельны осям 2, У, 2. Такое допущение, конечно, вполее приемлемо, 
так как мы можем себе представить, что жидкость разделена на бесконечно 
малые элементы любой формы. Таким образом 8 (4х 4у 42) должно выразить 
ту вариацию, которую испытывает этот объем, когда частица бесконечно 
мало изменяет свое положение и координаты ее х, у, 2 превращаются 
в д 6х, у--6у, г-Р 02; ясно, что если при этом изменении частица 
сохраняет форму прямоугольного параллелепипеда, то мы будем иметь 


6 (45 ау 42) = ау а26ах -- 4х аг 8ау -- ах ау д4г. 


Согласно принципам вариационного исчисления можно вместо бах, 
ау, 642 взять 46х, 48Ч, 48г, во следует иметь в виду, что вариации 
бу, у, 42 можно рассматривать как неопределенные и бесконечно малые 
функции 1, У, 2 для того, чтобы @406х выразило вариацию стороны 4х 
прямоугольной частицы 45 Ду 42; но эта сторона образуется веледствие уве- 
личения координаты х на 4х, в то время как другие две координаты 
у иг не изменяются, поэтому при диференцировании 0х следует считать 
переменной только х. Таким образом согласно обозначению, принятому для 
частных диференциалов, в данном случае следует вместо простого выра- 


96% 
жения 46х писать => 4х; по тем же соображениям вместо 46у и 482 сле- 


052 
дует писать —— ау и == 42. Таким образом, если исходить из допущения, 


что после  ариежии частица 4х4 42 сохраняет свою прямоугольную форму, 
то мы будем иметь 


5 (42 ау 42) = азауаг (°°®- + +59 иг). 


То же самое выражение мы получили бы еще и в том случае, если бы 
мы допустили, что после вариации частица 4х ау аг превращается в парал- 
лелепипед, углы которого бесконечно мало отличаются от прямого угла. 
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З самом деле, из геометрии известно, что если а, В, с представляют собою 
три стороны параллелепипеда, образующие телесный угол, а а, В, 1—три 
угла, образуемые этими сторонами, то объем параллелепипеда выражается 
следующей формулой 


ас У (1 — воз? а — с052 В — с052 1 — 2603 а с03 В с0$ 1)- 


Но при варъировании стороны переходят в 


002 


ав (1--°5^), ви (1 +5"). 42 (1%), 


а косинусы углов а, В, 7 ставовятся бесконечно малыми; следовательно, если 
вместо а, 6, с подставить эти выражения и пренебречь бескоъечно малыми 
величинами порядка выше первого, то для вариации 4х 4у 4г получится 
то же самое выражение, какое мы нашли выше. 

Хотя упомянутое допущение является законным, мы вее-таки не при- 
мем его без доказательства, дабы наши формулы не оставляли ничего 
желать с точки зрения точности. Поэтому мы определим вариацию 4х ду аг, 
пользуясь строгим методом, принимая одновременно во внимание изменение 
положения и длины каждой из сторон прямоугольного параллелепипеда; 
при этом мы сделаем лишь одно допущение, являющееся для бесконечно 
малых величин вполне правильным, а именно, что упомянутые стороны 
останутся прямолинейными. 

12. Для упрощения этого исследования мы начнем с того, что рас- 
смотрим лишь одну из сторон параллелепипеда, капример, сторону 4х ау, 
четыре угла которой соответствуют следующим четырем системам координат: 


1, 5, 2, (1) 
| ий —- Ч, 1, 2, (2) 
2, У-РАаУ, 2, (3) 
2-42, У--аУ, 2. (4) 


Предположим, что координаты 1, У, 2 первой системы перейдут 
в 6х, у-- 84, г--02 и будем смотреть на вариации 0х, бу, 82 как на 
бесконечно малые функции эх, У, 2; постепенно увеличивая 5, у на их 
диференциалы 47, ду, мы определим, во что будут одновременно превра- 
алъся координаты трех других систем. Указанным путем, отмечая раз- 
личные системы теми же цифрами, мы получим 


д 8х, у-5у, 2-8, (1) 
гда ат, уу а, ор о а = (2) 
г- 82 -- 22° ду уа-Н-, о-в, = (3) 
рае аб" “| 
у аи, | (4) 
аа аа (у. | 


Так как эти системы координат соответствуют четырем углам нового 
четырехугольника, в который превратился прямоугольник ах 4у, то ясно, 


10 Зак. 994. — Аналитическая механика. 
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что стороны этого четырехугольника мы можем получить, извлекши ква- 
дратный корень из суммы квадратов разностей координат вершин двух 
углов, прилежащих к соответствующей стороне. Отмечая линию, соеди- 
няющую вершины каких-нибудь двух углов, путем соединения двух чисел, 
соответствующих этим углам, мы таким образом получим | 


ау У (++ 
ва У, ке}, 
ода У Се =) 


отсюда видно, что противоположные стороны (1,2), (3,4) между собою 
равны, точно так же равны между собою стороны (1,3 ‚ (2,4); таким образом 
рассматриваемый четырехугольник представляет собою  параллелограм, 
соприкасающиеся стороны которого (1,2), (1,3), еели под знаком корня пре- 
небречь бесконечно малыми величинами второго порядка по сравнению 
с такими же величинами первого порядка, равны 


(1,2) = 4 (1--°*), (1,3) = 4 (1 + )- 


13. Что касается угла, заключенного между этими двумя сторонами, 
то его можно определить с помощью диагонали (2,3), которая может быть 
тоже получена путем извлечения квадраткого корня из суммы квадратов 


разности координат, соответствующих системам (2) и (3); указанным путем 
мы получим 


902% 90 р. 905 95 2 96 90563 2 
ру ее +54}. 


Если искомый ‘угол назовем а, то треугольник, образованный тремя 
сторонами (1,2), (1,3), (2,3), даст 


9\2 2 (23\2 
соза — (1,2)? -|- (1,3 — (2,3) , 
Подставив в это выражение найденные выше значения (1,2), (1,3), (2,3), 
перечеркнув те члены, которые взаимно уничтожаются, и отбросив беско- 
нечно малые величины второго и более высоких порядков, мы получим 


08% | 08 . 
91] - да ? 


отсюда ясно, что угол а отличается от прямого угла лишь на бесконечно 
малую величину, так как косинус его бесконечно мал. 

14. Если мы тот же анализ применим к двум другим сторонам ах 42, 
ау 42 прямоугольного параллелепипеда 4% 0) 42, то мы найдем, что и эти 
стороны тоже превращаются в параллелограмы; таким образом и три 


608 о = 
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других противоположных им стороны тоже превращаются в параллело- 
грамы, как это легко доказать с помощью геометрии. Следовательно, 
новое тело будет представлять собою параллелепипед, стороны которого, 
сходящиеся в одном телесном угле, составляют 


аз (1 +5=), ау (1 +5*), 42 (1 +52); 


если назвать а, В, { углы, заключающиеся между этими сторонами, то мы 
будем иметь 


д5ж дбу 
О бу —- 5 

00% 002 
05 В 02 — да ? 


на этом основании можно притти к заключению, что с помощью данной 
нами выше (п. 11) формулы вариация прямоугольного параллелепипеда 
4х 4у 42 выражается вполне строго. 

15. Отсюда также видно, что если бы вариации 6х, 69, 42 были только 
соответственно функциями переменных 5, У, 2, то мы имели бы в точности 


08 & —=0, 6в08В=0, 6084 =0. 


Тавим образом прямоугольный параллелепипед 4х ду 42 и после вариации 
сохранил бы свою прямоугольную форму. Но так как изменение формы 
параллелепипеда только бесконёчно мало и нисколько не влияет на значе- 
ние его объема, то отсюда следует, что, нисколько не уменьшая общности 
выводов, можно допустить, что вариации 0х, 6, де являются просто 
функциями соответственно 2, у иг, как мы это сделали в пункте 31 
отдела ТУ [13]. 

16. Имея таким образом правильно исчисленное значение 6 (4 ду 42), 
мы можем его применить для 6Г, и тогда мы получим 


д%% , 08 | 082 
51, = 4х ау 92 (в )- 


Подставим теперь это значение в общее уравнение пувкта 10 и одно- 
временно заменим 47 его значением Г ах ду 42, тогда мы получим уравнение 
002 


$ [тс ви -- УЗИ 88) (9 и “>| 4% ду 42 =0. 


ду 


Здесь остается только освободиться от двойного символа (49, пользуясь тем 
методом, который был изложен в $ П отдела ТУ. 
17. Рассмотрим сначала величину 


$ 7 4л а дг, 


где знак № обозначает тройной интеграл по х,9, 2; так как диференциал 65 
относится только к вариации х, то ясно, что для того, чтобы освободиться 
от него, достаточно только учесть интегрирование по 1; поэтому мы сна- 
чала дадим указанной величине еледующий вид: 


005% 
Зауаг № = ах, 


10% 
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а затем преобразуем простой интеграл 


22 д вл" 8—8 — М9 да ах, 
0% дж 

здесь величины, обозначенные одним штрихом, относятся к началу интегри- 

рования, & обозначенные двумя штрихами — к точке, в которой интегри- 

рование заканчивается, в соответствии со способом обозначения, приня- 

тым в указанном выше месте. Таким образом рассматриваемая величина 

преобразуется в следующую: 


У у 42 (\" 65" —^' 65’) — У диаг № > 05 ах, 


или, что то же, в 
$082” —/ 87) ду 42—85 вл ах ау аг. 


Таким же образом и по тем же основаниям величины 


Вл аз ау аг и №^° ахау а2 


преобзазуются в следующие 


$0.75” —/ 84”) ах аг—8 , 3у ал ау аг 


$0 42—82) г ау— В 3-82 аз ау 2. 


После подстановки этих величин мы получим следующее общее 
уравневие для равновесия жидкой массы 


$ |(тх— 5.) 2-5 (ТУ— 5) и (2—5) 52 | 4х ду г 
+0” 54” — 8х”) ауаг -- № ("3у" — ^/ 5”) ах ае-- 
-- 80” 8" — ^/ 52/) др ау 0; 


здесь остается только приравпять отдельно нулю коэфициенты неопреде- 
ленных вариаций 0х, 64, 482 (отд. [У, п. 16) [3]. 
18. Итак, прежде всего мы получим следующие три уравнения 


Г 0, ГУ -0, 17—00, 
0% ду дг 
которые должны иметь место во всех точках жидкой массы. 

Далее, если жидкость со всех сторон свободна, то вариации 8х’, бу’, 
42’, 6х’, 8И", 02", относящиеся к точкам поверхности жидкости, тоже будут 
веопределенными и, следовательно, надо будет еще приравнять отдельно 
нулю их коэфициенты, что даст ^’==0, ^” =0, т.е. вообще ^Х =0 для всех 
точек поверхности жидкости; это уравнение послужит для определения 
формы этой поверхности. | 

То же самое будет, если жидкость заключена в сосуд, — для той части 
ее поверхности, где сосуд открыт; что же касается той части жидкости, 
которая поилегает к стенкам сосуда, то между вариациями 9х’, ву’, 82’, 
бд”, бу", 62” должны существовать некоторые отношения, обусловливаемые 
формой этих стенок, так как жидкость может перемещаться только вдоль 
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стенок: дальше мы докажем, что какова бы ни была форма стенок, члены, 
содержащие в себе рассматриваемые величины вариации, сами по себе 
всегда будут равны нулю, так что никаких условий относительно этой части 
поверхности жидкости существовать не будет. 

19. Три уравнения, установленные нами для условий равновесия жид- 


кости, дают 


& так как 
0%. 0\ 0% 


4 —=Г(Х ах - Уду-Р 242); 
следовательно, величина 


то мы будем иметь 


Г(Х ах-- Уду-- 242) 


должна быть полным диференциалом по х, У, 2; в одном этом условии со- 
держатся законы равновесия жидкостей. 

Если из тех же уравнений исключить величину ^, то мы получим 
следующие уравнения: 


агх _ гу огх огр гу _ 0т2 
д 0х’ 0 — 0%?’ 0 — 90’ 


находящиеся в полном соответствии с уравнениями пункта 9. 

Таким образом приведенные условия необходимы ‘для того, чтобы 
жидкая масса могла быть в равновесии, находясь под действием сил 
Х, У, 7. Если они осуществляются благодаря природе этих сил, то 
создается полная уверенность, что равновесие возможно, и тогда остается 
только найти ту форму, какую должна принять жидкая масса, чтобы нахо- 
диться в равновесии, т. е. уравнение наружной поверхности жидкости. 

В предыдущем пункте мы уже видели, что в каждой точке этой по- 
верхности мы должны иметь ^ =0. Но так как а = Г(Хах- Уау + 242), 
то путем интегрирования мы получим 


Х = | Г(Х 42+ Уви-- 292) -Ё соб; 
следовательно, уравнение внешней поверхности будет 
[т + У+ 24) =К 


где К — произвольная постоянная; это уравнение будет всегда состоять из ко- 
нечных членов, так как согласно допущению величина Г(Х 4х -|- У 1 —- 742) 
является полным диференциалом. 

20. Величина Х ах У ду--4г всегда сама собою является полным 
диференциалом, если силы Х, У, ( являются результатом одного или не- 
скольких притяжений, пропорциональных каким-либо функциям расстояний 
от центров, так как согласно пункту 1 отдела У 


Х аз -- Уау-- баг = Рар- 9 49-- В4и-—... 


Обозначив эту величину через @П, мы получим 4) == ГаП; следовательно, 
для того чтобы 4» было полным диференциалом, требуется, чтобы Г была 


функцией П. Отсюда вытекает, что и / = Г Гап должна быть функцией П. 
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Таким образом в данном случае, соответствующем условиям, созда- 
ваемым самой природой, мы имеем для формы поверхности уравнение 


функция П = К, 


т. е. П равно постоянной величине; это уравнение тождественно с тем, 
какое имело бы место, если бы плотность жидкости была постоянной. 
Далее, так как П на поверхности является постоянной величиной, а Г 
является функцией П, то отсюда следует, что во всех точках внешней по- 
верхности жидкой массы, находящейся в равновесии, плотность Г должна 
быть одна и та же. 

Внутри жидкости плотность может варьироваться каким угодно образом, 
оставаясь, однако, все время функцией П; следовательно, она должна быть 
постоянной повсюду, где значение П постоянно. "Таким образом П == 
является общим уравнением слоя равной плотности, если й — постоянная 
величина. Путем диференцирования мы, таким образом, получаем в качестве 
общего уравнения для этих поверхностей 


аП=0 или Хах-- Уду-- (4 =0. 


Легко видеть, что это уравнение представляет собою уравнение поверх- 
ностей, к которым равнодействующая сил Х, У, 7 направлена пцерпенди- 
кулярно и которые ЁВлеро называет поверхностями уровня. Отсюда сле- 
дует, что в каждом слое, образованном двумя бесконечно близкими поверх- 
ностями уровня, плотность должна быть повсюду одинаковой. 

Этот закон должен был бы иметь место на земле и на планетах, если 
допустить, что первоначально эти тела были жидкими и при отвердении 
сохранили ту форму, которую они приняли под влиянием взаимного притя- 
жения своих частей в сочетании с центробежной силой. 

21. Что касается величины ^, значение которой мы выше определили, 


то будет уместно отметить, что член №Л5Г общего уравнения пункта 10 
выражает сумму моментов тех сил ^, которые стремятся уменьшить значе- 
ние функции Г, (отд. ТУ, п. 7). Так как 5Г, =6 (ах ду аг) (п. 11), можно, 
следовательно, сказать, что сила ^ *) стремится сжать каждую частицу 
жидкости 47 у 4г; таким образом эта сила, представляет собою не что иное, 
как давление, испытываемое равномерно со всех сторон частицей жидкости, 
которому она противодействует благодаря своей несжимаемости. 

Таким образом вообще для давления на каждую точку жидкой массы 
мы имеем выражение 


ЭГ(Рах-- Оду-+ Ва»), 


а так как для равновесия жидкости необходимо, чтобы величина, стоящая 
под знаком интеграла, была интегрируема, то отсюда следует, что давле- 
ние может быть всегда выражено с помощью конечной функции координат 
той частицы, которая испытывает это давление. Таково основное положе- 
ние теории жидкости, данное Эйлером **). 

22. Для того чтобы показать применение уравнения П == с0п8, най- 
денного нами для поверхности жидкой массы в состоянии равновесия 


“) Это заключение правильно, хотя доказательство его не вполне удовлетво- 
рительно. Мы уже неоднократно отмечали, что \ нельзя рассматривать как силу, 
если только не условиться о распространительном толковании обычного значения 
слова сила. Прим. Бертрана. 


**) Мбто!гез 4е ’Асад6и1е 4е Веги, 1155. Прим. Бертрана. 
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{п. 20), рассмотрим случай равновесия океана в предположении, что 
последний покрывает всю землю, которую мы представим себе в виде 
твердого тела эллиптической формы, мало отличающегося от шара; при 
этом мы предположим, что каждая частица океана притягивается одновре- 
менно всеми частицами земли и океана и в то же время находится под 
действием центробежной силы, возникающей вследствие равномерного 
вращения земли вокруг ее оси. 

В данном случае представляется возможным применить те формулы, 
которые были даны нами в пункте 10 отдела У. Мы обозначили через » 
значение фунхции П для случая, когда силы являются результатом притя- 
жения всех частиц тела заданной формы, и дали выражение У для того 
случая, когда притяжение обратно пропорционально квадрату расстояния 
и когда притягивающее тело представляет собою эллиптический сфероид, 
мало отличающийся от сферы. Если сохранить обозначения, примененные 
в указанном пункте, и ограничиться только членами, содержащими в себе 
вторые степени экецентриситетов е и $, то мы получим 

х— те И), 
у 2.573 2.575 
где х, у, 2-— прямоугольные координаты притягиваемой точки, 7 == У зу? 
есть расстояние от этой точки до центра сфероида, а т — масса сфероида, 


равная т АВС, гле 4, В, С — полуоси сфероида. 


Если через Г обозначим плотность сфероида, который мы примем 
однородным, то приведенное выражение У надо будет помножить на Г; 
если же мы допустим, что данный ефероид содержит в себе в качестве 
ядра другой сфероид, имеющий иную плотность, чем первый, то к приве- 
денной выше величине надо будет только прибавить значение » для этого 
нового сфероида, помноженное на разность плотностей. Таким образом, 
отмечая штрихом величины, относящиеся к внутреннему сфероиду, и до- 
пуская, что его плотность равна Г--Г’, мы для общего значения У, по- 
лучим 


Гт + Г’ ии Гт (6? - 2) + Г’ (ет?) _ 


> — т 2.593 
Ге? -- Г’ ев”? о Ги? -- 25 
а 9 в 


23. Допустим, что точка, притягиваемая сфероидом, одновременно на 
ходится под действием трех сил, выраженных через [х, 9у и 12, которы 
направлены по координатам х, у, 2 и стремятся последние удлинить 


тогда — [5 4х, —994у и— йе 42 предетавят моменты этих сил, а к вели. 
2 2 [2 

чине У придется прибавить члены — Я, и тогда мы будем 

иметь значение П, получающееся в результате действия всех сил, прило- 

женных к одной и той же точке. Таким образом уравнение равновесия 

будет иметь следующий вид: 


_ В 
2 


№ — ©0156. 


24. Для того чтобы эти формулы применить к рассматриваемой - 
даче, допустим теперь, что внешним сфероидом является океан, плотность 


хоторого равна Г, & внутренним ядром — земля, имеющая плотность Г-- Г”; 
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притягиваемую точку поместим ва поверхности океана, заставив координаты 
указанной точки 7, у,2 совпасть с координатами а, 6, с внешней поверх- 
ности сфероида. В таком случае для равновесия этой поверхности должно 
существовать уравнение 


Гт -- Г’ тт (ее) Ги е тт) | Ра + 
у 2.5173 2 
Ге? -- Г’ е”2 Ги? + Г’т/' 2 + й 


Е С 


Это уравнение, в котором х= У 2? у?-- 22, дает форму упомяну- 
той поверхности; но формулы, данные нами в пункте 10 отдела У, пред- 
полагают, что эта поверхность выражена с помощью уравнения 


222 2 22 
5 9 Ре -=ъ 


где 2, у, 2 поставлены вместо а, 60, с; следовательно, последние два урав- 
нения должны совласть. 

Определим из последнего уравнения значение х, выраженное через у 
И 2; для этого в формулу, 72 — 1? -|- у? -2? подетавим вместо 2? его зна- 
42? _ 422, 
ВБ? (8 › 
4? -|-е?, А? -[-1? (см. упомянутый выше пункт), мы получим 


2/2 27-2 
— 42 е?у 2 
“Т-ве Г жи, 


откуда, отбросив степени е и выше е? и 77, которых мы здесь не будем 
принимать во внимание, мы получим 
1 1 ву? | 22? 


— м —ы — 


т А 2.45 


чение 4? — 


подставив еще вместо РВ? и (С? значения 


1 
Подетавим теперь это значение --, а также значение 2”, в первое 


уравнение и отбросим члены, в состав которых входят е4, 14, е®,...; 
тогда мы получим 


идет _ Гие ЕТ 74 


А 2.5.43 2 
Гте? -- Г/^т/е!? 9 ГА? (Гт -Р Г’т/) е? 
ие Ра ие а 
2.5.45 2 2В2 2А5 
Г 2 Г^ иго р р Г Г/ Р\ 22 
и ом Ри" | 22 — 018%, 


Для того чтобы это уравнение тождественно удовлетворялось, необходимо, 
чтобы коэфициенты переменных 1/2 и 2? были нулями, что даст нам два еле- 
дующих уравнения: 


ЗГ/и/е/? __ (2Гт -- 5Г/м) е? 9 __ [А —0 
2.5.45 2.5 45 р 982 
ЗГ’и?  (2Гт Е 5Г’т/) 2 й [.А2 —0 
2.5.45 2.5.45 = — 5 =0. 


Эти уравнения послужат для определения эксцентриситетов еи $ эллипти- 
ческой новерхности океана. 
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25. Как известно, центробежная сила пропорциональна расстоянию. 
рассматриваемой точки от оси вращения и квадрату угловой скорости вра-- 
щения. Следовательно, если в качестве оси вращения взять ось 24, кото- 
рая является и осью координат т, и через Г обозначить центробежную. 
силу на расстоянии А от оси, то для центробежной силы в какой-либо 


фи = 
точке сфероида мы получим выражение —, где «= У 9?--2?. Эта сила, 


А 2 
направленная по линии и и стремящаяся ее удлинить, хает момент 
Ти аи {2 1 (2-Е 22 
—-—__, интеграл которого —-—_, или иначе 12, должен быть. 


прибавлен к величине У, если мы желаем принять во внимание и цен- 
тробежную силу. Таким образом, положив в приведенных выше двух урав- 


1 
нениях Г=0, 9 = й —=-—-, мы получим условие равновесия океана. 


А ) 
в результате взаимного притяжения всех частиц океана и земли и дейст- 
вия центробежной силы, называемой вращением земли. 

Так как обе постоянные ди Й между собою равны, то приведенные. 
уравнения показывают, что в случае равенства экецентриситетов е’ и?’ 
земли мы получим и равенство двух эксцентриситетов поверхности окезна.. 
Следовательно, если земля представляет собою сфероид вращения, то и 
океан имеет ту же форму, и два рассматриваемых уравнения дадут значе- 
ния двух эксцентриситетов е и $, которые будут отличны от эксцентриси- 
тетов е’и ?’ земли. 

26. Впрочем, приведенное выше решение представляется точным только’ 
до величин е2, 32, е”?, $2. Если бы при определении величин У ит мы 
пожелали принять во внимание и члены, содержащие более высокие сте- 
пени указанных величин, то уравнения 


(2) 


РУ — 6015 


у, — 
вообще уже нельзя было бы удовлетворить для поверхности равновесия;. 
отсюда следует заключить, что, строго говоря, эта поверхность не имеет формы 
эллиптического сфероида. 

Я утверждаю вообще, что в случае однородного сфероида, не имею- 
щего внутреннего ядра с иной плотностью, притяжения, действующие на, 
какую-либо точку поверхности, будучи разложены по трем осям координат 
х, у, г, выражаются точно се помощью формул 


тГх, тМч, тМ», 


гле Г, М, №-— функции А, В, С, давные определенными интегралами;. 
отсюда для » получается следующее точное выражение 


х= 5 (Таз-- Му?-- №9). 


— с015$ имеет такой же. 


2 2 
Так как уравнение равновесия хи 


22 4у? 22 
вид, вак и уравнение сфероида = -|- = -- с; =\, 10 с помощью произ- 
вольной постоянной их можно сделать тождественными при следующих. 
двух условиях 
т М — 1 4? тм _ 442. 
тГ‚ Б? ? тр (0? 
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:из последующих уравнений следует, что Б = С, так как величина М является 
такой же функцией *) от ВБ, С, как Мот С, ВБ; таким образом эти уравне- 
ния сводятся к единственному уравнению, которое служит для определения 
отношения 4 Е В. 

Этот случай является до настоящего времени единственным, для кото- 
рого было найдено строгое решение, обязанное своим открытием Макло- 
рену. Таким обуазом вопрос о форме земли, рассматриваемый с физиче- 
ской точки зрения, строго разрешен только при наличии предпосылки, что 
земля предетавляет собою жидкий и однородный сфероид. В последнем слу- 
‘чае оба найденных выше (п. 24) приближенных уравнения, если положить 


Г=1, Г’ =0, д=ь=-—- и е==, 


дают следующее уравнение 
544 = 


‘Сравним центробежную силу с силой тяжести, принятой за единицу; так 


т 
‘как последняя с точностью до величины е? равна ==, ТО остается только 
т 
положить 5; =1, и мы получим 
| 2е2 В? — 4? 
м 
5.42 5.42 


откуда следует 
В 51 
я = У! 5. 
231 


1 В 
Но Р= 585 › следовательно, приблизительно —Г = 586 › Кав это уже 


известно с давнего времени. 


$ ПП. 0 равновесии свободной жидкой маесы с твердым телом, 
которое она покрывает. 


27. Чаетные условия равновесия жидкости, в которую погружено 
твердое тело или которая окружает твердое тело, если все точки жид- 
кости и твердого тела находятся под действием каких-либо сил, зависят 
от тех членов общего уравнения (п. 17), которые относятея к пределам 
‚и которые содержат только двойные интегралы. 

Эти члены дают следующее уравнение: 


У/” (6х” ду аг -Е 8у”ах аг -Р г" ах ду) — 
— ^^” (65 'ду 42 —- ву’ах 42 -- 62'ах 4у) = 0, 


‘которое должно удовлетворяться во всех тех точках, где жидкость сопри- 
касается с твердым телом. 

28. Рассмотрим сначала случай жилкой массы, внешняя поверхность 
которой свободна и которая окружает твердое неподвижное ядро любой 


формы. 


*) При более детальном исследовании этих уравнений выясняется, что они 
допускают иное решение и что им может удовлетворить эллипсоид с тремя нерав- 
ными осями. Это обстоятельство было отмечено Якоби (Ласо01); данный вопросе 
был разработан Лиувиллем (ГМопуШе) (Зопгпа] де Г Есое РоубесЬт!9че, $. ХПИ. 
‘См. примечание в конце настоящего тома. Прим. Бертрана 
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Примем начало координат в какой-нибудь точке внутри ядра; пусть 
величины, отмеченные одним штрихом, относятся к поверхности ядра, 
а отмеченные двумя штрихами — к внешней поверхности жидкости. Таким 
образом прежде всего для веех точек последней поверхности мы будем 
иметь уравнение ^” = 0, которое, как мы уже видели выше (п. 19), дает 
для формы этой поверхности следующее уравнение 


ЗГ(Х 42+ Уду-+ 242) =К. 


Таким образом остается только удовлетворить уравнению 
УЛ” (55'4у аг -- 8у’ах 4г —- 62’ ах ау) == 0, 


все члены которого относятся к поверхности ядра. 

29. Так как интегрирование этих членов распространяется на коорди- 
наты, диференциалы которых входят в выражение элементов поверхности 
ах Ау, ах 4г, Чу 42, то следует начать с того, чтобы эти элементы привести 
& одному и тому же виду; этого можно достичь, отнеся их к элементу той 
поверхности, которой они соответствуют. 

Обозначим через 45? элемент поверхности, соответствующий элементу 
4х Чу. и назовем 1’ угол, образуемый касательной плоскостью с той же пло- 
скостью ху; в силу известного свойства плоскостей мы будем иметь 
4х 4у = 43? с03\’; поэтому интеграл ® ^’д2'4х 4у перейдет в \^' с0$4'02 452, 
причем последний интеграл должен быть распространен на все точки по- 
верхности жидкости. 

Точно так же, если 45? представляет собою элемент поверхности, соот- 
ветствующий элементу 4742 плоскости 52, и если мы назовем 8’ угол, 
‘образуемый касательной плоскостью с той же плоскостью хг, то мы нолу- 
чим 45 4г = 43? с05 В’, й интеграл ® ^’6бу’4х 4г превратится в &^'с03В”5/'4о?, 
который тоже должен быть распространен на всю поверхность жидкости. 

30. Обращаю теперь внимание на то обстоятельство, что, хотя два 
элемента поверхности 45? и 45? могут быть неравными между собою, тем 
не менее — ввиду того, что оба интеграла, в состав которых входят эти 
элементы, относятся к одной и той же поверхности, — нам ничто не мешает 
применить в обоих интегралах один и тот же элемент, ибо в силу природы 
диференциального исчисления абсолютное значение элементов является 
произвольным и совершенно не влияет на значение интеграла. Таким обра- 
зом мы можем интеграл ® ^' с0з В’ 6у’42? ваменить интегралом ® ^' с0$ 8’5у”а3?. 


"По тем же соображениям интеграл &^”0х’4у 4г может быть предета- 
влен в виде &)” с03а'0х’45?, если через а’ назвать угол, образуемый каса- 


тельной плоскостью с плоскостью ху. 
Сверх того, ясно, что элементы 4х, Фу, 4е всегда можно взять такими, 


чтобы они удовлетворяли следующим условиям: 


4х 4у = с0$ {’45?, ах 42 = с08 3’45?, 4/42 == 003 а’ 452, 


0$ 8” с0$ 1 
разу 995 воет, 
воза 
с03 а” с08 1” 
4 = 969 сот 
у 20$ В” ? 


с0ча” со В 
ау 999 оз 
6081 


которые дают 
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Благодаря указанным преобразованиям уравнение, относящееся к гра- 
ницам, в конце концов примет следующий вид: 


УЛ” (с03 а’ 6х’ -|[- с0з В’ ду’ -|-- с0з 1’ 82’) 452 = 0; 


этот интеграл должен быть взят по всей поверхности соприкосновения жид- 
кости с ядром. 

31. Допустим, что форма рассматриваемой поверхности выражается: 
с помощью диференциального уравнения 


‚ Аа’ + Вау’ РО а2' =0. 


Если назвать о’, В’, 1’ углы, образуемые касательной плоскостью с пло- 
скостями 2у, 12 и уг, то на основании теории поверхностей мы получим 


а 
У 4 В+ 0?’ 

В 
У 42- в С’ 
бе 
У 42-Е В>- 09° 
Поэтому уравнение поверхности, приведенное в предыдущем пункте, при- 
мет еледующий вид: 

<. си © 
К р. Ав -- ВВ 0, [#—0 
У 42 - В2-[ 0? 

Так как эта поверхность дается наперед как по своей форме, так и по 
положению, то между вариациями 4х’, ду’, 82’ координат частиц, приле- 
гающих к этой поверхности, должно существовать отношение, зависящее. 


от уравнения этой поверхности. Мы допустили, что это уравнение имеет 
следующий вид: 


60$ &’ = 
воз В” = 


08 {’ = 


А ах’ Вау’ С а2’ = 
поэтому мы обязательно будем также иметь 
А 6х’ Вду’ (С 62’ = 0; 


этим удовлетворяется уравнение на границах, приведенное в предыдущем 
пункте, без получения отсюда какого-либо нового уравнения. 

32. Пуеть р’— линия, перпендикулярная к поверхности в точке, кото- 
рой соответствуют вариации 0х’, 6’, 02',. ‘причем эта линия заканчивается 
В некоторой неподвижной точке. Так, как а’— это угол, образуемый каса- 
тельной плоскостью с плоскостью уг, ’то он будет также углом, образуемым 
перпендикуляром р’ к этой плоскости с осью 2, которая перпендикулярна. 
к плоскости 92. Точно так же 8’ ‚будет угол, образуемый указанным выше 
перпендикуляром с осью у, и 1’ — угол между тем же перпендикуляром 
и осью 2. Поэтому, каковы бы ни были вариации 01’, ду’, 82’, мы на. 
основании пункта 7 отдела П, заменив знак 4 знаком 65, Получим 


др’ — 603 а’657 | 0$ В 6” | с0з 1’ 62", 
и уравнение пункта 30, относящееся к поверхности жидкости, может быть, 
приведено к следующему виду: 
$^’5р’ 45? = 0. 
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Легко видеть, что каждый элемент /’45?6р’ этого интеграла выражает 
момент силы ^”45?, приложенной к элементу 45? поверхности и направлен- 
ной по перпендикуляру р’ в этой поверхности; таким образом интеграл 
$)’ 50’ 45? представляет собою сумму моментов всех сил А’, приложенных 


к каждой точке поверхности и действующих по направлению, перпендику- 
лярному к этой поверхности. 

Эта сила, равная ^’, очевидно, представляет собою давление, которое 
жидкость производит на поверхность ядра и которое уничтожается сопро- 
тивлением этого ядра. Но вообще все члены уравнения для границ, отно- 
сящиеся к поверхности жидкости, могут быть представлены в виде 
МЛ 5р 452, независимо от того, свободна ли эта поверхность или нет, причем 


ясно,. что во всех тех точках, где поверхность свободна, давление \ должно 
равняться нулю. Последний вывод Мы получили уже раньше иным путем (п. 18). 

33. Если бы ядро, покрытое жидкостью, обладало подвижностью, то 
вариации 8х, 69, дг следовало бы увеличить на те вариации, которые свя- 
заны с изменением положения ядра. 

Для того чтобы отличить одни вариации от других, мы будем обозна- 
чать через дж, бу, 6г те вариации, которые происходят только вследствие 
смешения частиц жидкости по отношению к ядру, который мы принимаем 
неподвижным, & через 6:, 6%, 6, —те вариации, которые связаны со смеще- 
нием ядра. Последние выражаются с помощью следующих формул, данных 
нами в пункте 60 отдела У, 


= -28М—90М, би=бт— 28 -- %6М№, 05. =6и - у5Г, —#6М. 


Таким образом в общем уравнении пункта 17 следует вместо 4х, 064, 062 
подставить 9х 6, бу--51, 62--0%, а затем приравнять нулю все члены, 
з состав которых войдут вариации 6х, 84, 62, а также и те члены, в состав 
которых войдут новые вариации 01, 6т, 6и, 5Г, 6М, 6№; эти последние 
вариации можно вывести из под знака ®, так как они одинаковы для всех 


частиц жидкости. 

Мы видим прежде всего, что введение вариаций 5%, 6%, 55 не вызывает 
никакого изменения в уравнениях, которые должны иметь место для всех 
точек жидкости и которые получаются из членов, стоящих под знаком трой- 
ного интеграла; в самом деле, если приравнять нулю входящие в состав 
этих членов коэфициенты вариации 05, 89, 62, то одновременно исчезнут и 
вариации 0%, 6%, 6%. Отсюда следует, что общие законы равновесия, содер- 
жащиеся в формулах пункта 19, не зависят как от состояния, так и от 
формы ядра. 

34. Остается еще рассмотреть уравнение на границах, которое мы 
в пункте 30 привели к следующему виду: 


УЛ” (соб ад” -- соз В ду” -- с0$ 1 62”) 452 = 0. 


Если в последнее вместо 6х’, бу’, 62’ подставить значения 6х" -- 85’, бу’ дл’, 
42’ 50’, снабженные одним штрихом для того, чтобы указать, что они 
относятся к поверхности жидкости, соприкасающейся с ядром, то оно при- 
мет следующий вид: 


УЛ” (с05$ «6257 -- соз В бу” --- с0з1 62") 45? -- 
5 %^' (©03а85’ -{- созВё\/ -- в05 1 85/) 45 =0. 


Та часть этого уравнения, которая содержит в себе вариации д.7, 8’, 82’, 
сама по себе равна нулю, как это было показано в пункте 31. Следова- 
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тельно, и другая часть левой стороны уравнения тоже должна равняться 
нулю. Подставим в нее значения 8’, 61’, 50’ и затем приравняем нулю от- 
дельно величины, умножающиеся на 954, 6%, бт, 5Г, 6 М, 5.№; тогда мы получим 
следующие шесть уравнений: 


© ^^ с03 а 452? =0, ®^” с038 452 =0, ©&^’ с051 452 =0, 
Ч)” (4’ с0${ — 2” с03 В) 45? ==0, 
У)’ (2’ воза — 5’ с08 1) 48° ==0, 
У)” (х’ в05 В — У’ с08 а) 48 =0. 


Таковы уравнения, необходимые для полного равновесия жидкости и твер- 
дого тела. 

Эти уравнения соответствуют уравнениям пункта 62 отдела \, если 
в последних вместо 4жт подетавить 43? и вместо Х, У, 2 подетавить Х' воза. 
^” с0$ В, ^” с05{. Действительно, еели Х’ представляет собою силу давления, 
действующую на поверхность ядра перпендикулярно к последнему, то ^' ©0$ 4, 
Х" соз В, ^”с05] представляют собою силы, вызываемые силой Х’ по напра- 
влениям координат х, У, 2; следовательно, для равновесия твердого тела 
требуется, чтобы на каждую точку его поверхности действовали как раз 
эти силы. 

35. Однако в том случае, когда жидкость поддерживается каким-либо 
твердым телом заданной формы и оба они находятся под действием любых 
сил, решение данной задачи получается проще, если обратиться непосред- 
ственно к основному ‘уравнению пункта 16 и прямо в него подетавить вместо 
6х, бу, 02 их полные значения 


За-- 5, ЗУ, 82-5 (а. 83). 


Вариации дх, бу, 82, будучи независимыми от других варваций 91, 57,..... 
привехут к уравнению, аналогичному уравнению пункта 17, и для равно- 
весия жидкости дадут те же результаты, какие были получены для случая, 
когда твердое тело было принято неподвижным. 

Что касается других вариаций 0%, 6%, 60°, то прежде всего легко показать, 


© 


5х 
что они нисколько не повлияют на значения частных диференциалов т, 
Фу Ча М, 5№ себе 
и? 42, так как вариации 8, д, ди, 6Г, ОМ, ОМ мы предетавляем 
независимыми от ф, У, 2. 
Таким образом достаточно в формулу 


$ (Хал-—- Убу-- 262) Гах ау 42 


подставить 5, 5%, & вместо 8х, 8у, 82 и приравнять нулю отдельно вели- 
чины, умножающиеся на каждую из шести вариаций 51, бт, би, ЭГ, М, 6М, 
выведя их предварительно из под знака %. Легко видеть, что таким путем 


мы получим те же самые уравнения, какие нами были найдены в отделе У 
(глава ГУ) для равновесия твердого тела, каждая частица которого 47 — 
здесь она выражена через Гах ау 42 — находится под действием каких-либо 
сил Х, У, 7; таким образом для равновесия жидкости, находящейся нал 
подвижным твердым ядром, мы получаем такие же уравнения, какие МЫ 
имели бы, если бы жидкость превратилась в твердое тело. . 

36. Из приведенных выше двух методов рассмотрения вариации сле- 
дует, что давление жидкости на поверхность ядра эквивалентно действию 
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всех сил, приложенных к каждой частице жидкости, если предположить, 
что жидкость рассматривается как твердое тело и что ядро увеличилось на 
всю массу отвердевшей жидкости. 
Ввиду важности этой теоремы статики мы считаем необходимым пока- 
зать более прямой путь, каким она может быть выведена из наших формул... 
Вся задача сводится к тому, чтобы доказать, что уравнение 


$(ХЕ-- Убт-- 760 Гах ау 4г =0 
дает те же результаты, что и уравнение для границ 
Чл” (6Е’ду аг -- вт’ 4х аг -- 8’ах 4у) = 0. 
Согласно условиям равновесия жидкости мы имеем 


0%. 0). 9% 
ГХ =, ГУ = 5х, Г = 5; 
а так как значения 0%, бт, 66 (п. 33) независимы соответственно от х, у, 2,. 
мы также имеем 


‚0 _ 9% __ 9% 
ГХ 8: == 5 66, ГУ 6 = бы 0, Г756 = 64. 
Следовательно, первое уравнение превратится в 
9% 9% 9% 
м (5 ду > 85 4х ду аг =0. 


Первый член под знаком интеграла может быть проинтегрирован по г, 
второй по у и третий по 2; следовательно, если выполнить эти частные 
интегрирования, то аналогично пункту 17 мы отеюда получим уравнение 
для границ | 


$” (Еду 2-6 ах ае-- "ах у) — © ^' (8Е’ау аг-- 5’ ах 4-х ау) — 0. 


Но мы имеем (п. 23) ^'’’=0, так кав согласно допущению внешняя поверх-. 
ность жидкости свободна; таким образом остается только уравнение 


УЛ (5 '4у аг-- 5\/ 4х 42 Е ах ау) = 0. 


Итак, оба указанных выше уравнения приводят в одному и тому же резуль- 
тату. 

37. По отношению к вариациям, зависящим от смещения ядра, жидкость, 
покрывающую это ядро, можно рассматривать таким образом, как если бы 
она составляла единую твердую массу с ядром; поэтому в том случае, когда 
все точки ядра тоже находятся под действием каких-либо сил, остается только 
учесть эти силы подобно силам, действующим на частицы жидкости, и 
применить к равновесию массы, составленной из жидкости и твердого тела, 
как если бы она образовала единое сплошное твердое тело, те решения, 
которые были даны в главе [У отдела У. 


3 МУ. 0 равновесии несжимаемых жидкостей, содержащихся в сосудах. 


38. Общее уравнение для границ, указанное в пункте 27, должно вы- 
полняться для всех точек стенок сосуда, в котором содержится жидкость. 
Представим это уравнение в следующем виде: 


$0752” —/ 8”) ау аз--& 0” ву" ' 8”) ах 42-8 0" 82" — №" 82^) ах ау —0 
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‚и рассмотрим сначала член ® (^” 82” —^' 427) 4х Чу; здесь 82” и 42’ предета- 


вляют собою вариации координаты 2, которая принадлежит двум точкам 
поверхности жидкости, соответствующим одинаковым координатам 5 и У. 
Лено, что вариации 62” стремятся заставить частицы поверхности уйти 
из ЖИДКОЙ массы, & вариации 482’, если и те и другие считать положитель- 
ными, стремятся заставить частицы с противоположной поверхности войти 
в жидкую массу; следовательно, если вариацию второго вида снабдить знаком 
минус, то вариации г” и — 62’ будут одинаково стремиться удалить частицы 
поверхности из жидкой массы; в таком случае двойной интеграл 


$0”5=" —\' 82”) ах ау 


зыразит сумму всех величин ^62 4х Чу, которые соответствуют всем точкам 
поверхности жидЕости, в которых согласно допущению вариации 42 обладают 
одной И ТОЙ Же тенденцией к выходу из массы жидкости наружу. При на- 
личии этого условия мы можем приведенному выше интегралу дать следую- 
щий более простой вид: ®Лдг ах ау. | 

Аналогичным путем и на тех же условиях мы можем два других двой- 
ных интеграла 


$0” 5у" —^” 87) 9542 и &(”82” — № 8’) ауа2 


привести к следующему виду: ® Л 6у 4х аг, $ А 6х ау 42. 
Итак, рассматриваемое уравнение на границах может быть предета- 
влено в таком виде 
Ул 52 4х ду \З^ бу ах аг -|-. / 82 ду ах, 


которое, на основании анализа пунЕта 33, может быть приведено к следую- 


щему: 
УЛ (соза - 65 —- созВ - бу-г ©03 1 - 62) 452 = 0; 


в этом уравнении о, В, 1 представляют собою углы, которые образует 
с тремя плоскостями 92, х2 и 5 касательная плоскость к поверхности, 
проведенная в точке, соответствующей координатам х, 7, г. Интегрирование 
этого уравнения распространяется на всю поверхность жидкости, а все 
вариации 6х, бу, 602 следует считать направленными из внутренних частей 
`Жидкой маесы наружу. 

39. В тех точках, где поверхность свободна, вариации 6х, 64, 62 осга- 
ются неопределенными; поэтому уравнение может быть удовлетворено только 
при том условии, если мы положим ^ ==0, откуда мы получим форму упо- 
мянутой поверхности, как мы это видели в пункте 18. 

Во всех других точках поверхности, где жидкость соприкасается со стен- 
ками сосуда, мы, отмечая одним штрихом величины, относящиеся к этим 
‘точкам поверхности, получим для стенок сосуда те же уравнения, какие 
мы получили раньше (п. 30) для позерхности ядра, покрытого жидкостью. 
Следовательно, и все те выводы, какие были сделаны из этого уравнения, 
начиная с упомянутого выше пункта и до конца предшествующего пара- 
графа, могут быть применены к стенкам сосуда, в котором содержится жид- 
кость, независимо от того, какова его форма, неподвижен ли он или же 
он поддерживается в равновесии давлением жидкости и влиянием внешних 
‘сил, действующих на него в каких угодно направлениях. 


ОТДЕЛ ВОСЬМОЙ. 
0 РАВНОВЕСИИ СЖИМАЕМЫХ И УПРУГИХ ЖИДКОСТЕЙ. 


1. Пусть, как и в пункте 10 предыдущего отдела, Х, У, Х— силы, дей- 
ствующие на каждую точку жидкой массы, отнесенные в осям координат 
д, у, 2 и стремящиеся уменьшить эти координаты; тогда прежде всего 


У (Хх -- Убу-|- 782) т 


будет суммой моментов этих сил. 

У упругих жидкостей существует еще одна внутренняя сила, которую 
называют упругостью, или силой напряжения, и которая стремится их рас- 
ширить или увеличить их объем. Итак, пусть е — упругость какой-нибудь 
частицы 47; согласно пункту 9 отдела П, у этой силы, стремящейся уве- 
личить объем 4л 4у 4г упомянутой частицы, будет, или можно себе представить 
существующей, в качестве момента величина — =6 (4 4у 42). Выражение 
момента этой силы я снабжаю здесь знаком минус, так как в данном случае 
ила стремится увеличить переменную величину 4. ДУ 42, в то время как силы 
А, У, И`стремятея уменьшить переменные 2, У, 2. Следовательно, сумма 
моментов, получающихся веледствие упругости всей жидкой массы, выра- 
зится через — ® 6 (ах ду 42). 

Таким образом общая сумма моментов сил, действующих на жидкость, 
составит 


$ (Хх; Узу-- 262) дат — В г6 (4х дауаг); 


так как здесь не имеется никаких частных условий, которые должны были 
бы быть выполнены, то общее уравнение равновесия получится, если мы 
эту сумму просто приравняем нулю. 

2. Итак, для равновесия упругих жидкостей получается уравнение 
такого же вида, какое мы нашли в предыдущем отделе (п. 10) для равно- 
весия несжимаемых жидкостей, так как в последнем (п. 11) 


5Т,=8 (9 аи 92), 


благодаря чему член & Л 6Г, получающийся из условия несжимаемости, совер- 
шенно аналогичен члену &=5(4х ду 42), получающемуся из момента упругих 
сил. 

Отеюда следует, что формулы, выведенные для равновесия несжимае- 
мых жидкостей, непосредетвенно и без всяких ограничении могут быть при- 
менены и к равновесию упругих жидкостей, если только коэфициент Х проето 
заменить коэфициентом —, т. е. если допустить, что величина /, обозна- 


11 Зак. 294. — Аналитическая механика. 
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чающая давление у несжимаемых жидкостей, будучи взята с отрицательным 
знаком, выражает и силу упругости каждого элемента упругой жидкости.. 

3. Упругость = зависит от плотности и температуры каждой частицы 
жидкости и ее следует рассматривать как известную функцию обеих этих 
величин; но плотность каждой отдельной частицы неизвестна, так как она 
зависит от отношения массы 47% частицы к ее объему 4х ау 42, и диферен- 
циальное исчисление не в состоянии определить этого отношения, завися- 
шего от числа элементарных частиц, заключенных в диференциальном эле- 
менте 4549 42 жидкой массы. 

Поэтому значение упругости можно установить лишь а розбет1011 — 
с помощью тех сил, которые поддерживают жидкость в равновесии; следо- 
вательно, значение = следует определить тем же путем, каким было опреде- 
лено в пункте 19 предыдущего отдела значение \. 


4. Поставив —е вместо ^, мы на основании упомянутого пункта полу-- 
чим уравнения 


д __ де __ д —__ 
Че ГХ 0, 2 ГУ=о, 5 | ГИ=0, 
которые дают 


4=-- Г(Хах-- Уду-- 242) =0 
и, следовательно, 


в =— № Г(Х ах Уду-+ 742) -+ сот. 


Таким образом величина Г(Х ах-- Уду-— 242) должна быть полным: 
диференциалом для равновесия жидкостей как упругих, так и несжи- 
маемых. 

Отеюда можно, как и вп. 20 предыдущего отдела, сделать вывод, что. 
если величина Х ах-- Уду-- 42 является сама по себе полным диферен--. 
циалом, то плотность Г должна быть одинаковой на каждой поверхности 
уровня. 

5. Если через 09 обозначить температуру, существующую в каждом месте 
жидкости, то для воздуха обычно принимают, что = пропорционально Г6,. 


если отвлечьея от других причин, как, например, пара, электричества, ко-- 
торые могут повлиять на его упругоеть. 
Подставим в уравнение 


4 --Г(Х ах Удау-- 242) =о0 
вместо Г его значение 5; тогда оно примет следующий вид: 
Де Х ах Уау-- Па: __ 
Е в — 


Так как теплота вызывается местными причинами, то величина 9 
является заданной функцией т, у, 2; следовательно, для того чтобы могло: 
существовать приведенное выше уравнение, необходимо, чтобы величина 


Хаз- Уау- раг 
0 


1 0. 


была полным диференциалом. 
6. Поэтому в естественных условиях, где 


Ха + Уду-р 24г=ап 


(отд. 7, п. 20), 6 должно быть функцией П; следовательно, если диферен- 
циал ЯП =0, то и диференциал 460 =0; отеюда следует, что на каждой 
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поверхности уровня, к которой силы тяжести направлены перпендикулярно, 
теплота, должна быть повсюду постоянной, в противном случае атмосфера 
не могла бы находиться в состоянии равновесия. Следовательно, для того 
чтобы воздух мог оставаться в покое, необходимо, чтобы на всей поверх- 
ности земли температура была одинаковой и чтобы при подъеме в атмо- 
сфере она изменялась только при переходе от одной поверхности уровня 
по другой. 

1. Что касается уравнения для границ поверхности жидкости, то если 
к нему применить преобразование пункта 32 предыдущего отдела, то оно 
примет следующий вид: 

№ е5р 452 = 0; 


в этом виде оно становится само собою очевидным, так как на поверх- 
ности приходится рассматривать только силу упругости ев, действующую 
по линии р, перпендикулярно к этой поверхности; в том случае, когда 
жидкость находится в со'уде, вариации бр равны нулю, и приведенное урав- 
нение само собою выполняется; если же часть поверхности свободна, упру- 
гость = должна равнятьея нулю; в противном случае жидкость, которую 
ничто не сдерживало бы, должна была бы рассеяться. 

8. В атмосфере упругость = пропорциональна барометрической высоте, 
которую мы обозначим через й. Пусть — сила тяжести. Выберем орди- 
нату 2 перпендикулярно к поверхности земли и направим ее снизу вверх; 
тогда уравнение, приведенное в пункте 5, примет следующий вид; 


ав | 24а 
ту =0; 


после интегрирования это уравнение, если барометрическую высоту 
принять равной Н, когда г ==0, дает 


] Н й 42 

тв =] 5, 

причем предполагается, что интеграл начинается в той точке, гле 2 =0. 
Отсюда мы видим, что логарифм отношения барометрических высот, 

строго говоря, имеет величину, пропорциональную значению интеграла 


йа2 ., 
| —5_› Взятого между высотами соответствующих двух станций наблюдения; 


кроме того, отеюда видно, что для определения разности высот этих стан- 
ций следует допустить, что известен закон, связывающий температуру 6 
с высотой 2. 

9. Вак известно, тяжесть убывает обратно пропорционально квадрату 
раестояния от центра земли Следовательно, если мы примем у в качестве 
радиуса земли и предположим, что 2 представляет собою взятую по вер- 
тикали высоту станции над поверхностью земли, то мы получим 


Я— 9 


где у— сила тяжести на поверхности земли, отсюда следует 


2 =, 


и+;) 


й42=9 


117 
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если положить т — ‚ Так что получится 


1+ 


бы 


Н ах. 
т1оз --=9 [9°; 


теперь всея трудность сводится к тому, чтобы получить 6 в функции л. 


10. Если допустить, что 6 постоянна и если для краткости принять 


0 
т — А, то мы получим 


2—=К10Б > — К (08 Н— 1051), 


уя 
откуда с помошью формулы # —= т мы определим значение 2. 


—_- — 


> 
У ® 
Если мы пренебрежем членом —, который для не очень больших 


высот 2 всегда представляет собою незначительную величину, то мы по- 
лучим просто 2=2; это дает нам обычное правило измерения высот е по- 
мошью барометра. 

Коэфициент А должен быть определен путем наблюдения. Делюк 
(Пес) установил, что для постоянной температуры 16°,75 по термометру 
Реомюра этот коэфициент равен 10000, если расчет производить © по- 
мощью обыкновенных логарифмов, а высоту измерять в туазах. Для других 
температур он увеличивал или уменьшал указанный коэфициент на одну 
215-ю его часть на каждый градус выше или ниже 16°,75, а для темпе- 
ратур, изменяющихся от одной ставции до другой, он брал просто средвюю 
арифметическую между температурами этих станций. Позднее приведенное 
выше правило было улучшено на основании более точных данных и на 
основании новых поправок, внесенных в коэфициент К. 

11. Впрочем, когда в качестве одинаковой температуры берут среднюю 
арифметическую между крайними температурами воздушной колонны, то 
при этом предполагают, что температура убывает в арифметической про- 
грессии. Для того чтобы посмотреть, что дает такое предположение, 
примем 6 =©9(1— "2), или, для простоты расчета, лучше 0 =09 (1 — ®х), 
где 9 — температура для того случая, когда х =0. Еели это значение под- 


о 
ставить в формулу-;, проинтегрировать и затем вместо п подставить его 
значение, выведенное из предыдущего уравнения, ТО МЫ получим 


4х __ 105 9 —1020 __ я Т--+ Т-- ТЕР | 
© —7”’ ев — $(1— р ет _...); 


здесь принято, что 9 =#--Т, 6 = -Н ти ® представляет собою некоторую 
постоянную температуру, а ХТ, { являются показаниями термометра выше 
этой температуры. 


тЕ 
При указанных условиях, если ПОЛОЖИТЬ - = и ограничиться при- 


ближением только до вторых степеней Г и $ формула пункта 9 даст 


2=К 1 а |106 тр. 


122? 


Первые два члена этой формулы соответствуют правилу Делюка, третий же 
член почти всегда является неощутимым. 


ВТОРАЯ ЧАСТЬ. 
ДИНАМИКА. 


` 


ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 
О РАЗЛИЧНЫХ ПРИНПИПАХ ЛИНАМИКИ. 


Динамика — это наука об ускоряющих и замедляющих силах и о пе- 
ременных движениях, которые они должны вызывать. Эта наука целиком 
обязана своим развитием новейшим ученым, а Галилей является тем лицом, 
которое заложило первые ее основы. До него силы, действующие на тела, 
рассматривали только в состоянии равновесия, и хотя ускоренное падение 
твердых тел и криволинейное движение брошенных тел не могли припи- 
сать какой-либо иной причине, кроме постоянного действия тяжести, тем 
не менее никому до Галилея не удалось определить законов этих повее- 
дневных явлений — несмотря на то, что причина их столь проста. Галилей 
первый сделал этот важный шаг и этим открыл новый и необозримый 
путь для прогресса механики. Его открытие было изложено и развито 
в работе, озаглавленной: П013е0г51 е Чппопятгажот1 шаештайере пуогпо & 
ие пиаоуе: 5е1еп2е, появившейся впервые в Лейдене в 1638 г.*). Однако 
эта работа не доставила Галилею у современников столько славы, сколько 
открытия, произведенные им на небе; тем не менее в настоящее время 
она составляет наиболее надежную и существенную часть славы этого 
великого человека. 

Открытие спутников Юпитера, фаз Венеры, солнечных пятен и т. д. 
потребовали лишь наличия телескопа и известного трудолюбия, но нужен 
был необыкновенный гений, чтобы открыть законы природы в таких явле- 
ниях, которые веегда пребывали перед глазами, но объяснение которых 
тем не менее всегда ускользало от изысканий философов. 

Гюйгенс (НиусЪел$), которого сама судьба как будто предназначила, 
для усовершенствования и дополнения большинетва открытий Галилея, 
прибавил к теории ускоренного движения весомых тел теорию движения 
маятника и теорию центробежных сил **) и таким образом подготовил 


*) Имеется русский перевод: Галилео Галилей, Сочинения, том Г, ГТТИ, 
М.— Л. 1934 г. Прим. ред. 

*1) Галилей определенно имел представление о центробежной силе: в одном 
Из своих диалогов он ясно говорит, что вращение земли должно было бы вызвать 
в телах появление видимой вертикальной скорости, направленной снизу вверх, 
если бы их не удерживала сила тяжести. Но Галилей впадает в ошибку, когда 
к этому прибавляет, что силы тяжести, какой бы малой она нам ни представля- 
лась, всегда достаточно для того, чтобы воспрепятетвовать подобному движению. 
Мне кажется, однако, что несмотря на эту грубую ошибку, указанное место 
Диалогов содержит в себе первую мысль о великом открытии Гюйгенса. См. 
0121020 зорго 1е але шаззи1 318$ет1 4е] шоп4о... стр. 155 и след. (флорентийское 
издание 1110 г.). Прим. Бертрана. 
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почву для великого открытия всемирного тяготения. В руках Ньютона 
механика превратилась в новую науку; его Ришела тафетаЯеа, появив- 
шпеся впервые в 1687 г., и представили эпоху этого превращения. 

Наконец, открытие исчисления бесконечно малых дало математикам 
возможность свести законы движения тел к аналитическим уравнениям; 
после этого исследование сил и вызываемых ими движений явилось глав- 
нейшим предметом их работ. 

Я поставил себе здесь целью предоставить в распоряжение матема- 
тиков новое средство для облегчения подобного рода исследований: однако 
будет небесполезно сначала изложить те принципы, которые лежат в осно- 
вании динамики, и показать последовательное развитие тех идей, которые 
больше всего способствовали расширению и усовершенствованию этой 
отрасли знания. 

1. Теория неравномерных движений и ускоряющих сил, вызывающих 
эти движения, основана на следующих общих законах: каждое движение, 
сообщенное телу, является по своей природе равномерным и прямолиней- 
ным; различные движения, сообщенные одновременно или последовательно 
одному и тому же телу, складываются таким образом, что в каждое данное 
мгновение тело находится в той самой точке пространства, в которой оно 
должно было бы очутиться в результате сочетания этих движений, если бы 
каждое из них действительно существовало отдельно в теле. В этих-то 
двух законах и содержатся известные принципы силы инерции и сложного 
движения [?!]. Галилей первый открыл 06а эти принципа и вывел из них 
законы движения брошенных тел, складывая наклонное движение, являю- 
щееся результатом сообщенкого телу импульса, с падением по отвесу, 
вызываемым действием силы тяжести. 

Что касается законов ускоренного движения тяжелых тел, то они 
естественно выводятся из рассмотрения постоянного и равномерного дей- 
ствия тяжести, под влиянием которой тела в равные мгновения получают 
равные степени скорости по одному и тому же направлению; поэтому 
вся скорость, приобретенная телом к концу какого-либо промежутка вре- 
мени, должна быть пропорционамьна этому промежутку. Отсюда ясно, что 
указанное постоянное отношение скоростей ко времени со своей стороны 
должно быть пропорционально величине силы, развиваемой тяжестью для 
приведения тела в движение. Веледствие этого при движении по наклон- 
ным плоскостям это отношение не должно быть пропорционально абесолют- 
ной силе тяжести, как при движении по вертикали, но должно быть про- 
порционально относительной силе, которая зависит от наклона плоскости 
и определяется по законам статики; это дает нам легкий способ сопостав- 
ления движений тел, спускающихся по плоскостям различного наклона. 

Однако Галилей, повидимому, не этим путем открыл законы падения 
тяжелых тел. Он, наоборот, начал с того, что установил понятие о равно- 
мерно ускоренном движении, при котором скорости возрастают пропорци- 
онально временам: отсюда он геометрическим путем вывел основные свой- 
ства этого вида движения и в особенности закон нарастания пути про- 
порционально квадрату времени; затем он с помощью опыта убедился, что 
этот’ закон действительно имеет место при движении тел, падающих по 
вертикали или по плоскостям любого наклона. Однако для того чтобы 
получить возможность сравнить движения по плоскостям с различным на- 
клоном, он был вынужден предварительно допустить не обоснованное поло- 
жение, что скорости, приобретенные после падения с равных вертикаль- 
ных высот, всегда между собою равны; и лишь незадолго до смерти 
и после издания своих Диалогов он нашел догазательетво этого положения 
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путем рассмотрения относительного действия тяжести на наклонных пло- 
-скостях; это доказательство было затем включено в последующие издания 
упомянутой работы Галилея. 

2. Таким образом` постоянное отношение, которое при равномерно 
ускоренных движениях должно существовать между скоростями и време- 
нами или между путями и квадратами времен, может быть принято в ка- 
честве меры ускоряющей силы, действующей непрерывно на тело; -хейст- 
вительно, эта сила может быть измерена только по тому действию, которое 
она вызывает в теле и которое проявляется в вызванных скоростях или 
в путях, пройденных за заданные промежутки времени. 

Итак, для подобной оценки сил достаточно рассмотреть движение, 
вызванное в течение любого конечного или бесконечно малого времени, 
если только мы силу принимаем постоянной в течение этого времени. Ка- 
ковы бы ни были движение тела и закон его ускорения, но соглаено при- 
роде диференциального исчисления, мы можем признать постоянным дей- 
ствие. каждой ускоряющей силы в течение бесконечно малого времени; 
таким образом всегда можно определить величину силы, действующей на 
тело в любое мгновение, если вызванную в это мгновение скорость срав- 
нить с продолжительностью этого мгновения или же если путь, пройденный 
телом в течение этого мгновения под влиянием силы, сравнить с квадра- 
том продолжительности этого мгновения; при этом нет нужды в том, чтобы 
указанный путь фавтически был пройден телом: достаточно, чтобы можно 
было себе представить, что он был пройден при некотором сложном дви- 
жении, ибо согласно второму из приведенных выше принципов движения 
действие силы в обоих случаях одинаково. 

Указанным выше путем Гюйгене открыл, что центробежные силы тел, 
приводимых в движение по окружностям с постоянными скоростями, отно- 
сятся между собою, как квадраты скоростей, деленные на радиусы кругов; 
этим же путем он получил возможность сравнить центробежные силы 
с силой тяжести на поверхности земли, как 0б этом можно судить по 
оставленным им доказательствам своих теорем о центробежных силах, 
опубликованным в 1673 г. в конце трактата Ного]ое1ат озеШаботтат. 

Гюйгенс сочетал указанную теорию центробежных сил с теорией раз- 
зерток, автором которой тоже был он; эта последняя теория сводит каждую 
бесконечно малую часть любой кривой к круговым дугам, что легко дает 
возможность распространить теорию центробежных сил.на все кривые линии. 
‘Однако только Ньютону привелось сделать этот новый шаг и дополнить 
‘учение о неравномерных движениях и 06 ускоряющих силах, способных 
зызывать подобные движения. В настоящее время это учение сводится 
лишь к нескольким очень простым диференциальным формулам; однако сам 
Ньютон постоянно пользовалея геометрическим методом, упрощенным бла- 
годаря расемотреняю первых и последних отношений; если же в отлель- 
ных случаях он и прибегал в аналитическому исчислению, то он пользо- 
вался при этом только методом рядов, который следует отличать от дифе- 
ренциального метода, хотя, правда, оба эти метода могут быть легко сбли- 
жены и сведены к одному и тому же принципу. 

Математики, трактовавшие теорию ускоряющих сил после Ньютона, 
‘почти все ограничивались тем, что обобщали данные им теоремы и пере- 
водили их в диференциальную форму. Отеюда берут свое начало различ- 
ные формулы для центральных сил, которые встречаются в многочислея- 
ных работах по механике, — формулы, которым, однако, почти не дают 
‚дальнейшего применения, так как их можно использовать только для такого 
рода кривых, которые мы можем себе представить описанными под влия- 
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нием единственной силы, стремящейся к некоторому центру, и так как 
в настоящее время существуют общие формулы для определения движений, 
вызванных любыми силами. 

3. Если допустить, что движение тела и силы, вызывающие это дви- 
жение, разложены по трем взаимно перпендикулярным направлениям, можно 
отдельно рассмотреть движения и силы по отношению к каждому из этих 
трех направлений. Ибо в силу взаимной перпендикулярности этих направ- 
лений ясно, что каждое из этих частичных движений может быть рассмалт- 
риваемо как независимое от других двух движений и что каждое из них. 
может претерпеть изменение только со стороны той силы, которая дейст- 
вует по направлению этого движения; отеюда можно заключить, что каждое 
из этих трех движений в отдельности должно следовать законам прямоля- 
нейных движений, ускоренных или замедленных под влиянием заданных 
сил. Но при прямолинейном движении действие ускоряющей силы состоит 
только в том, что она изменяет скорость тела; поэтому данная сила дол- 
жна измеряться отношением между приращением или убылью скорости 
в течение некоторого мгновения и иродолжительностью этого мгновения, 
т. е. диференциалом скорости, разделевным на диференциал времени; а так 
как сама скорость при неравномерных движениях измеряется диференциа- 
лом пути, разделенвым на диференциал времени, то отсюда следует, что. 
рассматриваемая сила измеряется вторым диференциалом пути, разделен- 
ным на квадрат первого диференциала времени, который при этом расемат- 
ривается как постоянная величина. Таким образом второй диференциал 
нути, который тело проходит или согласно нашему представлению может 
пройти по каждому из трех взаимно перпендикулярных направлений, раз- 
деленный на квадрат постоянного диференциала времени, выразит ускоря- 
ющую силу, действующую на тело в этом именно направлении, и, следо- 
вательно, будет равен действительной силе, которая согласно нашему допу- 
щению действует в данном направлевии. В этом и завлючаетея столь, 
хорошо известный принцип ускоряющих сил. 

Нет необходимости в том, чтобы три направления, к которым относят 
мгновенное движение тела, были совершенно неподвижными; достаточно. 
чтобы они оставались таковыми в течение рассматриваемого мгновения. 
Таким образом при движениях по кривой линии можно каждое мгновение 
избирать эти направления. причем одно из них по касательной, а другие 
два по линиям, перпендикулярным в кривой. Тогда ускоряющая сила, дей- 
ствующая по касательной и носящая название тангенциальной силы, будет 
полностью использована для изменения абсолютной скорости тела и будет 
выражена с помощью элемента этой скорости, разделенного на элемент времени... 

Нормальные же силы изменяют только направление движения и зави- 
сят от кривизны линии, описываемой телом. Если нормальные силы свести 
Б ОДНОЙ, ТО направление этой сложной силы будет лежать в плоскости 
кривизны и самая сила будет выражена квадратом скорости, разделенным. 
на радиус кривизны, ибо каждое мгновение тело можно рассматривать как. 
бы движущимся по соответствующему кругу кривизны. 

Этим путем были найдены известные формулы для сил тангенциаль-- 
ных и нормальных, которыми пользуются уже с давних пор для разрешения 
проблем движения тел, находящихся под действием заданных сил. Появив- 
шаяея в 1736 г. „Механика“ Эйлера, которую следует признать первой 
большой работой, где к учению о движении был применен анализ, вся 
еще построена на этих формулах; однако после этого их почти оставили, 
так как был найден более простой способ выражения действия ускоряю- 
щих сил на движение тела. 
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Последний заключается в том, что движение тела и действующие на 
него силы относят к некоторым неподвижным в пространстве направле- 
ниям. Если для определения места тела в пространстве принять три пря- 
моугольных координаты, имеющих указанные направления, то, очевидно, 
изменения этих координат выразят пути, пройденные телом по направле- 
ниям этих координат; следовательно, их вторые. диференциалы, разде- 
ленные на квадрат постоянного диференциала времени, выразят ускоряю- 
шие силы, которые должны действовать по направлению этих координат. 
Таким образом, если эти выражения приравнять выражениям сил, заданных 
условиями задачи, мы получим три аналогичных уравнения, которые и по- 
служат для определения веех обстоятельств расематриваемото движения. 
Этот прием составления уравнения движения тела, находящегося под дей- 
ствием каких-либо сил, путем сведения этого движения к прямолинейным 
движениям, следует благодаря его простоте предпочесть всем другим 
приемам; поэтому он должен был бы возникнуть раньше других, однако 
в действительности, повидимому, только Маклорен (Мас]алтт) впервые 
применил его в своем ТтаЦ6 Че ПНах10п$, появившемся в свет на англий- 
ском языке в 1742 г. В настоящее время он являетея общепринятым. 

4. Итак, с помощью изложенных выше принципов можно определить 
заковы движения свободного тела, находящегося под действием любых сил. 
если только мы будем рассматривать это тело как точку. 

Эти принципы можно применить и к исследованию движения нескольких 
тел, взаимно притягивающих друг друга согласно некоторому закону, 
являющемуся известной функцией расстояний между раесматриваемыми 
телами; наконец, нетрудно распространить их и на движения в ‘сопроти- 
вляющихся средах, а также на такие движения, которые происходят по 
заданным кривым поверхностям, ибо сопротивление среды представляет 
с0бою не что иное, как силу, действующую в направлении, противоположном 
той силе, которая поддерживает движение, а когда тело вынуждено дви- 
гаться по заданной поверхности, то необходимо существует сила, перпен- 
дикулярная к поверхности, удерживающая его на ней; неизвестное значе- 
ние этой силы может быть определено на основании условий, вытекающих 
из природы самой поверхности. 

Однако в том случае, когда исследуют движения многих тел, действую- 
щих друг на друга с помощью удара или давления, будь то непоередет- 
венно, как при’ обычном ударе, или же при посредстве нитей или несги- 
баемых рычагов, к которым они прикреплены, или же вообще каким-либо 
иным образом, то этого рода задача принадлежит в проблемам более высо- 
кого порядка, которая не может быть разрешена с помощью приведенных 
выше положений. Дело в том, что в этом случае силы, лействуклщие на 
тело, неизвестны и их следует определить на основании действия, которое: 
тела должны проявить по отношению друг к другу в соответствии с их 
взаимным положением. Таким образом здесь необходимо привлечь на помощь 
еще одно положение, которое служит для определения силы тел, находящихся 
в движении, в соответствии с их массой и скоростью. 

5. Это положение заключается в следующем: для того чтобы данной 
массе сообщить определенную скорость в каком-либо направлении — будет 
ЛИ эта масса находиться в покое или в движении — требуется сила, значение *) 


*) Под значением силы здесь следует понимать произведение силы на время 
ее действия, или более обще, — интеграл произведения элемента времени на интен- 
сивность силы. Слово сила взято Лагранжем в том же смыеле, в каком его применим» 
Декарт, когда он писал Мерсенну (Мегзеппе): „Я говорил о силе, служащей для 
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жоторой пропорционально произведению массы на скорость и направление 
‚которой одинаково с направлением этой скорости. Это произведение массы 
какого-либо тела на его скорость обычно вазывают количеством движения 
Эанного тела, так как оно действительно представляет собою сумму движений 
всех материальных частей тела. Таким образом свлы измеряются количе- 
ствами движения, которые они способны вызвать, и, наоборот, количество 
движения тела представляет собою меру силы, какую тело способно про- 
явить по отношению к какому-либо препятствию и которую называют ударом 
(регсизз10п). Отсюда следует, что если два неупругих тела в прямо проти- 
воположных направлениях сталкиваются с равными количествами движения, 
то их силы должны взаимно друг друга уравновесить и уничтожить; следо- 
вательно, в данном случае, тела должны остановиться и затем пребывать 
в покое. Если же удар происходит при посредстве рычага, то для уничто- 
жения движения тел веобходимо, чтобы их силы следовали известному 
закону равновесия рычага. 

Повидимому, Декарт первый осознал изложенный нами выше принцип, 
но применяя его к удару тел, он попустил ошибку, полагая, что всегда 
должно сохраняться одно и то же количество абсолютного движения*). 

Собственно говоря, первым лицом, имевшим ясное представление об 
этом принципе и успешно применившим его для открытия законов передачи 
движения твердых или упругих тел, является Валлис (\\!а/15), как об этом 
можно судить по ТгапзасЯюот$ рЬ|озорШеа| за 1669 г. и по третьей части 
его трактата Ре `т04и, изданного в 1671 г. Подобно тому, как произведение 
массы на скорость выражает конечную силу тела, находящегося в движении, 
так произведение массы на ускоряющую силу, которая, как мы видели, 
определяется отношением элемента скорости к элементу времени, выражает 
элементарную или возникающую силу, и если ее рассматривать как меру 
того усилия, которое тело может проявить благодаря своей элементарной 
скорости, которую оно получило или стремится получить, то это дает 
то, что называют давлением; если же ее рассматривать как меру силы, 
необходимой для того, чтобы сообщить эту скорость, то в этом случае она 
представляет собою то, что называют двиокущей силой..Итак, силы давления 
или движущие силы уничтожаются или же находятся в равновесии, если 
они равны друг другу и направлены прямо противоположно или же если, 
будучи приложены к какой-нибудь машине, они следуют законам равновесия 
этой машины [23]. 

6. Нели тела связаны друг с другом таким образом, что они не могут 
свободно следовать полученным ими импульсам или приложенным к ним 
ускоряющим силам, то эти тела необходимо развивают друг относительно 
друга непрерывные давления, изменяющие их движения и затрудняющие 
тем самым определение этих движений. 


поднятия груза и имеющей два измерения, а не о силе, служащей для поддержания 
любой точки, имеющей только одно измерение“ (издание Соизтш, $. УТ, р. 829). Понятно, 
хакую путаницу должно было вызвать это двойное обозначение слова сила (отсе). 
К счастью, математики отвергли эту терминологию: в настоящее время под силой 
'{Гогсе) понимают Только напряжение (е{40тф), которое может быть выражено в кило- 
граммах. Прим. Бертрана. 

") Ни в одном из многочисленных сочинений Декарта мы не находим яеного 
и понятного изложения этого принципа. Что же касается применений, то допущен- 
ные им ошибки гораздо серьезнее той, которую отметил здесь Лагранж. В числе 
других ошибочных положений он утверждает, что одно тело, ударившись о другое, 
не в состоянии сообщить ему движения, если оно не обладает массой, большей его 
массы; во всех других случаях ударяющееся тело отразится, а тело, получающее 
Удар, останется без движения. (Издание Соиз\щ, 6. [Х, р. 195). Прим. Бертрана. 
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Первой и наиболее простой задачей этого рода, какой занимались 
теометры, была задача о центре колебания. Эта задача получила большую 
известность в начале последнего столетия и даже в середине предыдущего, 
благодаря усилиям и попыткам, сделанным крупнейшими геометрами для 
разрешения этой задачи. Так как этим попыткам главным образом обязан 
огромный прогрессе, сделанный с того времени динамикой, я считаю необхо- 
димым дать здесь краткий исторический очерк этих попыток для того, 
чтобы показать, по каким ступеням поднималась эта отрасль знания до 
того совершенетва, какого, повидимому, она достигла в последнее время. 

Первые следы исследований о центре колебания мы находим в письмах 
Декарта. Из них видно, что Мерсенн предложил математикам определить 
размер, какой должно иметь тело любой формы для того, чтобы, будучи 
подвешено в одной точке, оно. совершало свои колебания в такое же время, 
в какое их совершает нить заданной длины, нагруженная в одном конце 
единственным грузом. Декарт отмечает, что эта задача находится в неко- 
торой связи с задачей о центре тяжести; совершенно так же, как у тяжелого 
<вободно падающего тела имеется центр тяжести, вокруг которого силы 
тяжести всех частей этого тела находятся в равновесии, так что этот центр 
падает таким же образом, как если бы самого тела не было или оно было 
бы сосредоточено в этом центре, — так и у тяжелых тел, вращающихся 
вокруг неподвижной оси, должен существовать центр, который он называет 
центром качания (сетфёте д’асЦайот); вокруг этой точки силы качания всех 
частей тела взаимно друг друга уравновешивают, так что этот центр, будучи 
свободен от действия указанных сил, может приводиться в движение таким 
образом, как если бы остальные части этого тела были откинуты или 
сконцентрированы в этом самом центре. Следовательно, все тела, у которых 
упомянутый центр одинаково удален от оси вращения, должны совершать 
<вои колебания в одинаковое время. 

На основе изложенного определения центра колебания Декарт ‘дает 
общий метод нахождения этого центра в телах любой формы. Последний 
заключается в отыскании центра тяжести качающих сил всех частей тела, 
причем эти силы измеряются произведениями масс на скорости, которые 
в данном случае пропорциональны раестояниям от оси вращения, и делается 
допущение, что части тела проектируются на плоскость, проходящую через 
его центр тяжести и через ось вращения, так что они сохраняют свои рас- 
отояния от этой оси. 

Это решение Декарта стало предметом полемики между. ним и 
Робервалем. Последний утверждал, что указанное решение имеет силу 
ЧолЬБо в том случае, если все части тела фактически лежат или могут 
быть рассматриваемы как лежащие в плоскости, проходящей через ось 
вращения; во всех же других случаях следует рассматривать только дви- 
жения, происходящие перпендикулярно к плоскости, проведенной через ось 
вращения и через центр тяжести `тела, причем каждую частицу следует 
отнести к той точке, в которой указанная плоскость пересекается напра- 
влением движения этой частицы, — направлением, которое всегда перпенди- 
кулярно к плоскости, проходящей через данную частицу и через ось вра- 
щения. Легко, однако, доказать, что моменты сил по отношению к оси вра- 
щения, измеренные этим способом, всегда равны моментам сил, измеренным 
по методу Декарта”). 


1) Это замечание доказывает, что возражение Роберваля не было обоснованным. 
По совершенно не было основания утверждать, что правило Декарта неверно 
в том случае, когда речь идет не о плоской фигуре, вращающейся вокруг оси, 
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С большим основанием Роберваль утверждал, что Декарт нашел не: 
что иное, как центр удара (регеиз$10п), вокруг которого удары (606$) или 
моменты ударов (регсиз310т) равны, и что для нахождения действительного 
центра колебания тяжелого маятника следует также принимать во внимание 
действие тяжести, под влиявием которой маятниЕ движется. Однако подоб- 
ного рода исследование было не под силу механике того времени *); мате- 
матики продолжали молча допускать, что центр удара тождествен с центром 
колебания и Гюйгенс был первым, который рассматривал этот последний 
центр в его действительном значении; он также полагал, что эту проблему 
следует считать совершенно новой **) и, не будучи в состоянии разрешить 
ее с помошью известных законов движения, придумал новый, но коевен- 
ный принцип, который затем получил широкую известность под названием 
принципа сохранения живых сил. 

7. Нить, рассматриваемая как несгибаемая линия, лишенная тяжести 
и массы и закрепленная в одном конце к неподвижной точке, а в другом 
нагруженная небольшим грузом, который можно себе представить сведенным 
в Точку образует то, что называют простым маятником; закон колебаний. 
этого маятника зависит исключительно от его длины, т. е. от расстояния 
между грузом и точкой подвеса. Но если на этой нити, на различных рас- 
стояниях от точки ее подвеса, укрепить еще один или несколько грузов, 
то мы тогда получим сложный маятник, движение которого должно дать 
в известном смыеле нечто среднее между движениями различных простых 
маятников, какие получились бы, если бы каждый из указавных грузов. 
был подвешен на отдельной нити. В самом деле, с одной стороны, сила 
тяжести стремится заставить весе грузы падать одинаково в одно и то же 
время, & с другой стороны, несгибаемость нити заставляет их именно в это 
самое время описывать неравные дуги, пропорциональные их расстояниям 
от точки подвеса; таким образом между этими грузами холжен иметь место 
некоторый вид компенсации и распределения -их движений, так что грузы, 
находящиеся ближе всего к точке подвеса, ускоряют колебания более далеких, 
& последние, наоборот, замедляют колебания первых. Таким образом на 
нити должна существовать такого рода точка, что если в ней укрепить 
тело, то движение последнего не будет ни ускоряться ни замедляться 
остальными грузами, и движение будет совершенно таким же, как если бы 
только одно это тело было подвешено на нити. Эта точка и будет истинным 
центром колебания сложного маятника; подобный центр должен находиться 


расположенной в плоскости этой фигуры. Следует даже прибавить, что Роберваль. 
указал, не приволя, однако, доказательств, точное положение центра колебания 
кругового сектора, вращающегося вокруг перпендикуляра к его плоскости, прове- 
денного чер`з центр сектора. См. замечания Роберваля по поводу письма Декарта, 
(Оецугез 4е Резсалфев, $. [Х, р. 521, издание Сопз!1). Прим. Бертрана. 

+) Известно, что центр колебаний не отличается от центра удара. Из отзыва 
Лагранжа должно как будто следовать, что правило Декарта верно, хотя оно недо- 
статочно точно обосновано. Однако легко убедиться в том, что это не так и что 
это правило ведет к неверным результатам во всех тех случаях, когда маятник. 
не приводится к плоской фигуре, вращающейся вокруг оси, расположенной в его, 
плоскости. Прим. Бертрана. 

ч*) Гюйгенс в начале четвертой части своего трактата, наоборот, вспоминает, 
что задача о центре колебания была когда-то предложена ему, а также и другим 
математикам Мерсенном, но в то время Гюйгенс был еще почти ребенком и не: 
мог найти удовлетворительного решения. Говотя о Декарте, он прибавляет: 
„Выдающиеся люди, как Картезий, Фабрий (Еэфт1из) и другие, надеявшиеся 
разрешить эту проблему, совершенно не справились с ней, если не считать немногих 
более легких вопросов, для которых, однако, как мне кажется, они не дали какого- 
либо удовлетворительного доказательства“. (Оецугез 4’Ниуеепь, $.1, р. 118; издание 
3’СЧтауезатае, Суоп 1724). Прим. Бертрана. 
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и в каждом твердом теле, колеблющемея около горизонтальной оси, какую 
бы форму это тело ни имело. 

Гюйгенс увидел, что этот цевтр не может быть определен строго 
математически, если неизвестен закон, согласно которому различные грузы 
сложного маятника взаимно изменяют те движения, которые сила тяжести 
стремится им сообщить в каждое мгновение; однако вместо того чтобы 
вывести этот закон из основных положений механики, он ограничился 
применением косвенного положения, которое заключается в следующем: 
если несколько грузов, прикрепленных каким угодно образом к маятнику, 
падает исключительно под действием тяжести и если предетавить себе, 
что в некоторый момент они освобождены и отделены друг от друга, то 
каждый из них под влиянием полученной им при падении скорости сможет 
подняться на такую выеоту, что общий центр их тяжести достигнет той же 
самой высоты, с какой он перед этим упал. Правда, Гюйгенс не установил 
этого положения непосредственно, а вывел его из двух гипотез, которые 


но его мнению следовало допустить в качестве постулатов механики. Одна : 


из этих гипотез заключается в том, что центр тяжести системы тяжелых 
тел никогда не может подняться на высоту, большую той, с которой он 
упал, как бы мы ни изменяли взаимное расположение тел, ибо в противном 
случае стало бы возможным непрерывное движение; вторая гипотеза, заклю- 
чается в том, что сложный маятник всегда сам собою способен подняться 
на такую же высоту, с какой он свободно упал. Впрочем, Гюйгене отмечает, 
что это же положение имеет место при движении тяжелых тел, связанных 
между собою каким угодно образом, а также при движении жидких тел. 

Трудно угадать, что собственно навело Гюйгенса на мысль об указан- 
ном положении, но можно подозревать, что он был приведен к нему теоремой, 
доказанной Галилеем для падения тяжелых тел: падают ли они по вертикали 
или же по наклонным плоскостям, они всегда приобретают такие скорости, 
которые в состоянии их поднять на ту же высоту, с которой они упали. 
Эта теорема, будучи обобщена и применена к центру тяжести системы 
тяжелых тел, и дает упомянутый принцип Гюйгенса. 

Но как бы там ни было, из этого положения получается уравнение 
между вертикальной высотой, с которой центр тяжести системы падал 
в течение некоторого времени, и различными вертикальными высотами, на 
которые входящие в систему тела могут подняться с достигнутыми ими 
скоростями и которые согласно теоремам Галилея относятся между собою, 
как квадраты, этих скоростей. Но у маятника, колеблющегося вокруг гори- 
зовтальной оси, скорости различных точек пропорциональны их раесстояниям 
от оси; следовательно, уравнение можно свести только к двум неизвестным 
величинам, из которых одна представляет собою расстояние, на какое за 
определенное время снижается центр тяжести маятника, другая же вели- 
чина представляет собою высоту, на которую может подняться заданная 
точка под влиянием скорости, приобретенной благодаря падению. В ‘центре 
волебания обе эти высоты должны быть равны, так как свободные тела 
всегда в состоянии подняться на ту же высоту, с какой они упали. Урав- 
нение и показывает, что это равенство может иметь место только в точке, 
лежащей на линии, перлендикулярной к оси вращения и проходящей через 
центр тяжести маятника; эта точка удалена от упомянутой оси на такую 
величину, которая получается, если сумму произведений всех масс, соста- 
вляющих маятник, на квадраты их расстояний от оси разделить на сумму 
этих масе, помноженных на расстояние центра тяжести маятника от той же 
оси. Эта величина и выразит длину простого маятника, движение которого 
будет одинаково с движением сложного маятника. 
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Гюйгенс изложил приведенную выше теорию в своей работе Нотго]о1ииз 
озеШабогиит, где он привел также большое количество остроумных приме-- 
нений этой теории. Последняя не оставляла бы желать ничего лучшего, 
если бы она не была основана на сомнительном положении; оставалось 
еще доказать правильность этого положения, чтобы сделать теорию недо- 
сягаемой для каких бы то ни было возражений. 

Против теории Гюйгенса были высказаны в 1681 г. в Лоигпа] 4е$ 
эауал{з Че Ра11з некоторые слабые возражения, на которые Гюйгенс дал 
поверхностный и мало удовлетворительный ответ. Но эта полемика при- 
влекла к себе внимание Якова Бернулли (ЗасоЪ Ветпои ПТ) и побудила его. 
более углубленно исследовать теорию Гюйгенса и свести ее к основным 
ноложениям динамики. Бернулли рассматривает сначала два равных груза, 
подвешенных на прямой несгибающейся линии и указывает, что скорость, 
какую первый груз, т. е. груз, расположенный ближе в точке подвеса, при- 
обретает, двигаясь по определенной дуге, должна быть меньше той скорости, 
- какую он приобрел бы, если бы он свободно описал эту дугу, и что в то 
же время скорость, которую приобретет второй груз, должна быть больше 
той скорости, какую он приобрел бы, если бы он свободно описывал эту 
жугу. Таким образом скорость, теряемая первым грузом, передается второму, 
& так как эта передача происходит при помощи рычага, способного дви- 
гаться около неподвижной точки, то она должна следовать закону равно- 
весия сил, приложенных к этому рычагу, так что потеря первого груза 
в скорости относится к выигрышу второго обратно отношению соответет- 
вующих плеч рычага, т. е. расстояний от точки подвеса. Отеюда, а также 
из того обстоятельства, что фактические скорости обоих грузов должны 
быть прямо пропорциональны указанным расстояниям, можно легко опре- 
делить эти скорости, а следовательно, и движение маятника. 

3. Таков был первый шаг, который был сделан по пути к прямому 
разрешению этой знаменитой задачи. Мысль о том, чтобы отнести к рычагу 
те силы, которые получаются из приобретенных или потерянных грузами 
скоростей, являетея очень тонкой и дает ключ к правильной теории; но 
Яков Бернулли допустил ошибку, рассматривая скорости, приобретенные 
в течение некоторого конечного времени; было бы правильнее рассматривать 
элементарные скорости, достигнутые в течение одного мгновения, и сравнить 
их с теми скоростями, которые стремятся сообщить силы тяжести в течение 
того же самого мгновения. Это и сделал позднее Лопиталь (Г’НорИа/) 
в работе, опубликованной в Зоптра| де ВоНетдат за 1690 г. Он предета- 
вляет себе два каких-либо груза, подвешенных на несгибающейся нити, 
образующей сложный маятник, и устанавливает равновесие между количе- 
ствами движения, потерянными и приобретенными этими грузами в некоторое 
мгновение, т. е. между разностями количеств движения, фактически полу- 
чевными этими грузами в указанное мгновение, и теми количествами, кото- 
рые им стремится сообщить сила тяжести. Этим путем он определяет отно- 
шение мгновенного ускорения каждого груза к ускорению, которое ему 
стремится сообщить одна лишь сила тяжести, и находит центр колебания, 
определяя ту точку маятника, для которой оба эти ускорения равны. Затем 
он распространяет свою теорию на большее количество грузов, при этом, 
однако, первые грузы он всякий раз рассматривает как бы соединенными 
в их центре колебания; однако этот прием не является уже достаточно 
прямым и не может быть принят без доказательства *). 


") Можно даже прибавить, что этот метод приводит к неточным результатам. 
Прим. Бертрана. 
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Изложенный выше анализ побудил Якова Бернулли вернуться к этому 
вопросу, в результате чего он и ‘дал первое прямое и строгое решение 
задачи о центрах колебавия, решение, которое заслуживает тем большего 
внимания математиков, что оно содержит в себе зерно известного привципа 
динамики, ставшего столь плодотворьым в руках Даламбера. 

Бернулли рассматривает движевия, сообщаемые в каждое мгновение 
силой тяжести телам, из которых состоит маятник; так как эти тела велед- 
ствие существующей между ними связи не могут выполнять указавных 
движений, он представляет себе движевие, которое они должны принять,. 
как бы составленвым из тех, которые им сообщаются и из других дви- 
жений, которые к ним прибавляются или вычитаются и которые должны 
друг друга уравновесить, в результате чего маятвик должен сохранить 
равновесие. Таким образом данная задача сводится к основам статики и 
не требует вичего кроме помощи анализа. Этим путем Яков Бернулли 
вывел общие формулы для центров колебания тел любой формы, показал их 
соответствие с положевием Гюйгекса и доказал тождественность центров ко- 
лебания с центрами удара. Это решевие было дано Бернулли в основных чер- 
тах в 1691 г. в Лейпцигских Аза его Когит: однако в полном виле оно было 
изложено только в 1703 г. в Метотгез де ГАса6впие де Зеепсез 4е Рал5. 

9. Для того чтобы не упустить ничего относящегося к истории задачи, 
о центре колебания, я должен указать еще на одно ее решение, которое 
было дало позднее Иоаввом Бернулли в тех же мемуарах и которое почти одно- 
временно с вим было спубликовано Тейлором (Тау]ог) в его работе Мебто4из 
шегететогит, что дало повод к оживлевной полемике между этими двумя 
математиками. Как ни остроумна была идея, на которой было основано это. 
новое решение, — ова заключается в том, что сложный маятвик приводится 
сразу к простому путем замевы различных грузов другими грузами, сосре-- 
доточенными в одной и той же точке, причем их фиктивные массы и 
тяжести подобраны таким сбразом, что их угловые ускоревия и моменты 
по отношению к оси в ащегия остаются соответетвенно раввыми прежвим, 
а общая тяжесть объедивенвых грузов гавьа их истинной тяжести, — тем 
не менее следует призьать, что эта идея ве была ви столь естественной, 
ни столь ясной, как идея о равновесии между присбретенными и потерян- 
ными количествами движения. 

В вышедшей в 1716 г. РВогопоп1а Эрмана (Негшап) мы находим еще 
один метод разрешения той же задачи, освоваьный ва другом привципе, 
который заключается в следующем: движущие силы, под влияьием которых 
должны находиться грузы, сбразующие маятник, чтобы иметь возможьость 
двигаться совместно, этвивалевтвы тем силам, кото]ые получаются под, 
действием тяжести; таким образом первые, если направить их в противо-- 
положную сторону, должьы ваходиться в 1автовесии с последьими [23]. 

Последний п|ивцип по существу представляет собою не что иное, как 
принцип Якова Бе; вулли, но только представленвый в менее простом виде: 
пользуясь привципами статики, нетрудво вывести один из них из другого. 
Позднее Эйлер его сбобщил и п|имевил для определения колебавий гибких 
тел; соответствующая работа его была напечатана в 1740 г. в УП томе 
старых Соштетфёайтез де Реегзропт»о. 

Было бы слишком долго излагать другие проблемы динамики, при раз- 
решении которых геометры упражняли свое остроумие, после проблемы 
о центре колебания и до того времени, когда разрешение подсбьых проб- 
лем было сведено к твердо устаковленвым правилам. Указаньые задачи,. 
которые ставили себе Бернулли, Влеро, Эйлер, можео ътайти рассеяньыми 
в первых томах Мето!тез де Р&егзропге и Мёто1тез де ВетИт, в Мёто/тез 4е 
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Рат1з (за годы 1736 и 1742), в сочиневиях Иоанна Бернулли и в Оризешез 
Эйлера. Эти задачи ставили себе целью определить движения многих тел, тя- 
желых или лишенных тяжести, сталкивающихся или притягивающих друг друга 
с помощью нитей или несгибаемых рычагов, к которым ови неподвижно при- 
креплены или вдоль которых они могут свободно скользить и которые, после 
сообщения им каких-либо импульсов, предоставляются затем самим себе или 
принуждаются двигаться по заданным кривым линиям или поверхностям. 

При разрешении этих задач почти всегда пользовались принципом 
Гюйгенса; но так как этот принцип дает только одно уравнение, то другие 
уравневия старались получить путем рассмотрения неизвестных сил, с кото- 
рыми согласно допущению тела должны сталкиваться или притягиваться 
и которые принимали в качестве упругих сил, действующих одинаково 
в противоположных направлениях. При применении этих сил можно было 
уже совершенно ве принимать во внимание взаимной связи между телами 
и представлялось возможным использовать законы движения свободных 
тел; далее, условия, которые в соответствии с природой задачи должны 
были иметь место между движениями различных тел, служили для опреде- 
ления неизвестных сил, которые вводились в исчисление. Однако при раз- 
решении всякой задачи требовалось всегда применение ‘особой ловкости 
для определения всех сил, которые в данном случае должны быть приняты 
во внимание. Это и придавало указанным задачам большую привлекатель- 
ность и побуждало математиков к соревнованию. 

10. Появившийся в 1743 г. трактат Даламбера Тгафб де Оупатш1дчае 
положил конец всем упомянутым вызовам ученых; в нем предложен пря- 
мой и общий метод, с помощью которого можно разрешить, или во всяком 
случае выразить в виде уравнений, все проблемы механики, какие только 
можно себе представить. Этот метод приводит все законы движения тел 
к законам их равновесия и таким образом сводит динамику к статике. Мы 
уже выше отметили, что принцип, примененный Яковом Бернулли при 
определении центра колебания, обладал тем преимуществом, что он поета- 
вил это определение в зависимость от условий равновесия рычага; однако 
только Даламбер подошел к этому принципу с более общей точки зрения 
и придал ему всю ту простоту и плодотворность, на которые только он 
был способен. 

Если нескольким телам сообщить движения, которые они вынуждены 
изменить вследствие наличия взаимодействия между вими, то яено, что 
эти движения можно рассматривать, как составленные из тех движений, 
которые тела фактически получают, и из других движений, которые унич- 
тожаются; отсюда следует, что эти последние должны быть такими, что 
‚если бы тела находились исключительно под их действием, то они бы 
взаимно друг друга уравновесили. 

Таков принцип, который был изложен ДЛаламбером в его Тгай6 де 
Рупали1д0е и который он счастливо применил при разрешении многих 
проблем и в особенности при разрешении задачи о предварении равно- 
денствий [2]. Правда, этот принцип не дает непосредственно уравнений, 
необходимых для разрешения проблем динамики, но он показывает, каким 
образом эти уравнения могут быть выведены из условий равновесия. Таким 
образом, если этот принцип сочетать с обычными принципами равновесия 
рычага или сложения сил, всегда можно найти уравнения каждой проблемы; 
однако трудность определения тех сил, которые должны уничтожиться, 
равно как и законов равновесия этих сил, делает зачастую применение 
этого принципа тяжелым и утомительным, &а решение, которое при 
этом получается, почти всегда сложнее тех решений, какие могут быть 
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получены путем применения менее простых и менее прямых принципов, как 
в этом можно убедиться из второй части Тга {6 4е Рупап9ие Даламбера *). 

11. Если бы мы пожелали избежать тех разложений движений, которых 
требует указанный выше принцип, то необходимо было бы только наперед 
установить равновесие между силами и вызванными ими движениями, кото- 
рые, однако, следовало бы взять направленными противоположно. В самом 
деле, если мы представим себе, что каждому телу мы сообщаем в проти- 
воположном направлении то движение, которое оно должно получить, то 
ясно, что система будет призедена в положение покоя; следовательно, эти 
последние движения должны уничтожить те движения, которые тела, полу- 
чили бы и которые они выполняли бы при отеутетвии взаимодействия 
между ними; таким образом должно существовать равновесие между всеми 
этими движениями или между силами, которые способны их вызвать. 

Этот способ сведения законов динамики в законам статики в действи- 
тельности является менее прямым, чем пособ, вытекающий из принципа 
Лала мбера, но зато он приводит к большей простоте при его применении; 
он предетавляет собою возврат к методу Эрмана и Эйлера, который приме- 
нил его при разрешении многих проблем механики. В некоторых курсах 
механики его можно встретить под названием принципа Даламодера. 

12. В первой части настоящей работы мы свели всю статику к единой 
общей формуле, дающей законы равновесия любой системы тел, находя- 
щихся под действием каких угодно сил. Таким образом можно и всю дина- 
мику свести к одной общей формуле; в самом деле, для того чтобы при- 
менить формулу равновесия системы тел к ее движению, достаточно ввести 
силы, которые получаются вследствие изменений движения каждого тела 
и которые должны быть уничтожены. Развитие этой формулы, если при 
этом принять во внимание условия, зависящие от природы системы, даст 
все уравнения, необходимые для определения движения каждого тела; 
после этого останется только эти уравнения проинтегрировать, что является 
уже задачей анализа. 

13. Одно из преимуществ, которое получается при использовании 
этой формулы, заключается в том, что последняя непосредственно приводит 
к общим уравнениям, в которых содержатся принципы или теоремы, изве- 
стные под названием принципов сохранения живых сил, сохранения дви- 
кения центра тяжести, сохранения моментов вращения, или принципа 
площадей, и принципа наименьшего действия. Однако все эти принципы 
следует рассматривать скорее как общие выводы из законов динамики, 
чем как первоначальные принципы этой науки, но так как зачастую при 
разрешении задач их все-таки принимают в качестве основных положений, 
то мы считаем необходимым здесь остановиться на них и указать, в чем 
они заключаются и каким авторам они обязаны своим происхождением, 
дабы не допустить существенного пробела в настоящем предварительном 
изложении принципов динамики. 

14. Первый из приведенных четырех принципов, а именно принцип 
сохранения живых сил, был открыт Гюйгенсом, однако в форме, несколько 
отличной от той, какую ему придают в настоящее время; об этом мы 
уже упомянули выше в связи с проблемой определения центров колебания. 
Это положение, поскольку оно было применено для разрешения указанной 
задачи, сводится к равенству между снижением и повышением центра 


*) Эти решения еще больше усложняются благодаря тому обстоятельству, 
что автор, как он сам об этом предупреждает ($ 94), систематически избегает при- 
чимать 4%, или элементы времени, в качестве постоянных величин. Дрим. Лиранжа. 


12 Зак. 294. — Аналитическая механика. 
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тяжести множества тяжелых тел, которые падают, будучи соединены вместе, 
и затем поднимаются отдельно, причем каждое из них поднимается вверх 
с той скоростью, какую оно приобрело при падении. Но согласно известным 
свойствам центра тяжести путь, пройденный центром в каком-либо на- 
правлении, выражается отношением суммы произведений массы каждого 
тела на путь, пройденный им в том же направлении, — к сумме этих масс. 
С другой стороны, согласно теоремам Галилея вертикальный путь, прой- 
денный тяжелым телом, пропорционален квадрату скорости, которую тело 
приобрело при свободном падении и с которой оно может снова подняться 
на ту же высоту. Таким образом принцип Гюйгенса сводится к тому, что 
при движении тяжелых тел сумма произведений масс на квадраты ско- 
ростей в любое мгновение имеет одно и то же значение независимо`от того, 
движутся ли тела, будучи каким-либо образом связаны друг с другом, или 
же они своболно пробегают те же вертикальные пути. Это отметил в ке- 
скольких словах и сам Гюйгенс в маленькой работе, касающейся методов. 
Лкова Бернулли и Лопиталя, примененных ими для определения центров 
колебания. 

До сих пор этот принцип рассматривался только в качестве простой 
теоремы механики; однако после того как Иоанн Бернулли принял предло- 
женное Лейбницем различие между мертвыми силач, или силами давле- 
ния, не вызывающими реального движения, и живыми силами, при которых 
имеет место движение, а также его предложение измерять последнего рода 
силы произведением масс на квадраты скоростей, — в рассматриваемом 
принципе стали видеть следствие теории живых сил и общего закона при- 
роды, согласно которому сумма живых сил нескольких тел остается неиз- 
менной, в то время как эти тела действуют друг на друга с помошью про- 
стых сил давления, и равной той живой силе, которая получается в резуль- 
тате действия активных сил, приводящих тела в движение. Поэтому он 
дал указанному принципу название принципа сохранения живых сил 
и успешно применил его при разрешении некоторых задач, которые до тех 
пор еще не были решены и которые представлялось трудным довести до 
конца с помощью прямых методов. 

Впоследствии Даниил Бернулли расширил этот принцип и вывел из 
него законы движения жидких тел, заключенных в сосуды; до него эта 
проблема всегда исследовалась довольно поверхностно и произвольно. На- 
конец, в Мбтотез 4е ВегПп за 1748 г. он обобщил этот принцип, показав, 
как его можно применить к движению тел, находящихся под действием произ- 
вольных сил взаимного притяжения, или тяготеющих к неподвижным центрам 
под влиянием сил, пропорциональных любым функциям расстояний. 

Принцип живых сил обладает тем большим преимуществом, что он 
непосредственно дает конечное уравнение между скоростями тел и пере- 
мевными величинами, определяющими их положение в пространетве; таким 
образом в том случае, когда согласно природе задачи все эти переменные 
могут быть сведены к одной переменной, этого одного уравнения оказы- 
вается достаточно для полного разрешения задачи; такой именно случай мы 
имеем в проблеме о центрах колебания. При этом вообще принцип сохра- 
нения живых сил всегда дает первый интеграл различных диференциаль- 
ных уравнений каждой задачи, что во многих случаях представляет большую 
выгоду. 

15. Второй принцип был выдвинут Ньютоном, который в начале 
своих Ргше]!а доказывает, что состояние покоя или движения центра 
тяжести нескольких тел нисколько не изменяется веледствие взаимного дей- 
ствия этих тел, в чем бы последнее ни заключалось; таким образом центр. 
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тяжести тел, действующих друг на друга каким угодно образом, будь то 
при посредстве нитей или рычага, или в силу законов притяжения, если 
только не имеется какого-либо внешнего действия или препятствия, 
всегда остается в покое или же движется равномерно и прямоли- 
нейно. 

Позднее Даламбер сильно расширил этот принцип, показав, что когда 
тела находятся под действием постоянных ускоряющих сил, причем все они 
направлены по параллельным линиям, или по линиям, сходящимся в одной 
точке, и действуют пропорционально расстоянию, то центр тяжести должен 
описывать ту же кривую, как если бы тела были свободны; можно еще 
добавить, что движение этой точки вообще остается таким же, как если бы 
все силы тел, каковы бы они ни были, были приложены к этой точке 
с сохранением за каждой силой ее направления. 

Яено, что этот принцип елужит для определения движения центра 
тяжести независимо от соответствующих движений тел и что он таким 
образом всегда может дать три конечных уравнения между координатами 
тел и временем, которые будут интегралами диференциальных уравнений 
задачи *). 

16. Третий принцип имеет гораздо меньшую давность, чем первые 
два; повидимому, он был открыт одновременно, но в различных видах, 
Эйлером, Даниилом Бернулли и Дарси (@’Атсу). Согласно формулировке 
первых двух этот принцип заключается в том, что при движении нескольких 
тел вокруг неподвижного центра сумма произведений массы каждого тела 
на его скорость вращения ‘вокруг центра и на расстояние его от того же 
центра является всегда независимой от взаимного действия, которое тела 
могут производить друг на друга, и должна всегда оставаться неизменной, 
если не имеется какого-либо внешнего действия или препятствия. Даниил 
Бернулли изложил этот принцип в первом томе Мбто1гез де ГАса@впие 
4е ВегИп, вышедшем в 1746 г., а Эйлер опубликовал его в том же году 
в первом томе своих Оризещез. Оба они пришли к этому принципу при 
разрешении одной и той же задачи, а именно при определении движения 
нескольких тел, заключенных в трубу заданной формы, могущей вращаться 
только вокруг одной точки, или вокруг неподвижного центра. 

Принцип Дарси в том виде, как он его изложил в мемуаре, предета- 
вленном Парижской Академии наук в 1752 г., заключается в том, что сумма 
произведений массы каждого тела на плошадь, описываемую его радиусом- 
вектором вокруг неподвижной точки, причем для всех тел эта плошадь 
берется в одной и той же плоскости проекции, всегда пропорциональна 
времени. Как видим, этот принцип представляет собой обобщение пре- 
красной теоремы Ньютона о площадях, описанных под действием известных 
центростремительных сил. Однако для того, чтобы установить аналогию 
или, еще больше, тождественность этого принципа с принципом Эйлера 
и Даниила Бернулли, следует только принять во внимание, что скорость 
вращения выражается с помощью элемента луги круга, разделенной на 
элемент времени, и что первый из этих элементов, умноженный на рас- 
стояние от центра, дает площадь, описанную вокруг этого центра; отсюда 
видно, что этот последний принцип представляет собой не что иное, как 
диференциальное выражение принципа Дарси. 

Позднее Дарси представил свой принцип в форме более приближаю- 
щейся к изложенному выше принципу; он заключается в том, что сумма 


*) Следует, однако, ввести ограничение, заключающееся втом, что силы, дей- 
ствующие на эти тела, не зависят от их неизвестного положения. Прим. Бертрана. 
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произведений масс на скорости и на перпендикуляры, опущенные из цен- 
тра на направления движения тел, есть величина постоянная. 

С этой точки зрения он создал отеюда даже некоторый вид метафизи- 
ческого принципа, который он назвал сохранением действия, с тем, чтобы 
противопоставить его или, даже больше, заменить им принцип наз.меньщего 
количества действия, как если бы неопределенные и произвольные наиме- 
нования составляли сущность законов природы и с помощью какого-то 
скрытого свойства были способны простые выводы из известных ‘законов 
механики возвести до степени конечных причин. 

Как бы то ни было, но рассматриваемый принцип имеет место вообще 
для каждой системы тел, действующих друг на друга каким угодно обра- 
зом, например, при помощи нитей, несгибаемых линий, законов притяже- 
ния и т. д. и находящихся под действием некоторых сил, направленных 
к неподвижному центру, независимо от того, будет ли система совершенно 
свободна или же она будет вынуждена двигаться вокруг того же центра. 
Сумма произведений масс на площади, описанные вокруг этого центра 
и спроектированные на какую-либо плоскость, всегда пропорциональна 
времени; таким образом, если мы отнесем эти площади к трем взаимно 
перпендикулярным плоскостям, то мы получим три диференциальных урав- 
нения первого порядка между временем и координатами кривых линий, 
описанных телами; в этих уравнениях собственно и заключаетея природа 
изложенного выше принципа. 

17. Перехожу, наконец, в четвертому принципу, который я называю 
принципом наименьшего действия — по аналогии с тем, который был дан 
под этим же названием Мопертюи и который затем приобрел известность 
благодаря работам многих знаменитых авторов. Этот принции с аналити- 
ческой точки зрения заключается в том, что при движении тел, действую- 
щих друг на друга, сумма произведений масс на скорости и на пройденные 
пути представляет собою минимум. Мопертюи выводит отеюда законы 
отражения и преломления света, равно как и законы удара тел; эти выводы 
помещены в двух мемуарах, из которых первый был опубликован в М6- 
1101гез 4е ГАсад6ийе Чез БЗеепсез 4е Рат1з за 1744 г., а второй спустя 
два года в Мётогез 4е ГАсад6иуе Чез Зе1епеез де Ве’. 

Однако указанные применения носят слишком специальный характер, 
чтобы на них можно было построить доказательство общего принципа; 
кроме того, они несколько неопределенны и произвольны, что придает неко- 
торую ненадежноеть и выводам, которые можно было бы сделать на оено- 
вании их о точности самого принципа. Поэтому мне кажется, было бы 
неправильно указанный принцип, изложенный в таком виде, ставить в один 
ряд с теми принципами, которые были указаны выше. Существует, однако, 
и другой способ его применения, более общий и более точный, который 
один только и заслуживает внимания математиков. Первую идею этого 
принципа дал Эйлер в своем трактате Пе [50р6гипе1е13, напечатанном 
в Лозанне в 1744 г.; он показал, что при траекториях, описанных под 
действием центральных сил, интеграл скорости, умноженный на элемент 
кривой, всегда является максимумом или минимумом. 

Указанное свойство, найденное Эйлером при движении изолированных 
тел, которое представлялось присущим только этим телам, я, пользуясь 
принципом сохранения живых сил, распространил на движение любой 
системы тел, действующих друг на друга каким угодно образом; отсюда 
вытевает новый общий принцип, согласно которому сумма произведений 
иасс на интегралы скоростей, умноженных на элементы пройденных путей, 
является всегда максимумом или минимумом. 
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Таков тот принцип, которому, хотя и не вполне точно, я даю здесь 
название принципа намменьшего действия и на который я смотрю не 
как на метафизический принцип, & как на простой и общий вывод из 
законов механики. Во втором томе Мето1тгез 4е Тагт*) можно увидеть 
применение, которое я дал ему для разрешения многих трудных проблем 
механики. Этот принцип, будучи соединен с принципом живых сил и развит 
по правилам вариационного исчисления, дает тотчас же все уравнения, 
необходимые для разрешения каждой проблемы; отсюда возникает столь 
же простой, как и общий, метод разрешения проблем, касающихся движе- 
ния тел. Однако этот метод представляет собою не что иное, как следетвие 
метода, составляющего предмет второй части настоящей работы и обладаю- 
щего в то же время тем преимуществом, что он выводится из первых 
принципов механики. 


*) Оейугез 4е Гастапое, $. 1, р. 365. 


ОТДЕЛ ВТОРОЙ. 


ОБЩАЯ ФОРМУЛА ДИНАМИКИ ДЛЯ ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ ТЕЛ, 
НАХОДЯЩИХСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ КАКИХ-ЛИБО СИЛ. 


1. Когда силы, действующие на систему тел, распределены соответ- 
ственно законам, изложенным в первой части настоящего сочинения, то 
эти силы взаимно уничтожаются и система остается в равновесии. Но если 
равновесия не существует, то тела необходимо должны двигаться, следуя 
полностью или частично влиянию действующих на них сил. Определение 
движений, вызываемых заданными силами, и составляет предмет настоящей 
второй части „Аналитической механики“. 

Мы будем рассматривать главным образом силы ускоряющие и замел- 
ляющие, действие которых, подобно действию силы тяжести, непрерывно 
и которые стремятся каждое мгновение сообщить бесконечно малую и оди- 
наковую для всех частиц материи скорость. 

В том случае, когда эти силы действуют свободно и равномерно, они 
необходимо вызывают скорости, которые возрастают пропорционально вре- 
мени; сообщенные таким образом за заданное время скорости можно рассмз- 
тривать, как наиболее простое действие этого рода сил, которое, следова- 
тельно, является наиболее подходящим для измерения. Простые действия 
этих сил следует в механике признать известными и все искусство этой 
науки заключается только в том, чтобы из них вывести сложные эффекты, 
которые должны получиться в результате соединенного и модифицирован- 
ного действия этих сил. 

2. Итак, допустим, что для каждой ускоряющей силы известна еко- 
рость, какую она способна сообщить в течение определенного промежутка 
времени, который мы примем в качестве единицы времени, движущемуся 
телу, действуя на него все время одинаковым образом, и будем измерять 
ускоряющую силу именно при помощи этой самой скорости; последняя 
же в свою очередь должна измеряться тем пространством, которое движу- 
щееся тело прошло бы в течение такого же времени, если бы оно продол- 
жало двигаться равномерно; на основании теорем Галилея известно, что 
это последнее пространство всегда вдвое больше пространства, фактически 
проходимого телом под постоянным действием ускоряющей силы. 

Вообще какую-нибудь известную ускоряющую силу можно принять 
в качестве единицы и к ней относить все прочие силы. Тогда в качестве 
единицы пространства следует принять удвоенную величину того простран- 
ства, которое под влиянием той же равномерно действующей силы тело 
пройдет в течение промежутка времени, принятого в качестве единицы 
времени, а скорость, полученная за то же время под постоянным действием 
той же силы, будет в этом случае единицей скоростей. 
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Так, например, если в качестве единицы ускоряющих сил принять 
силу тяжести на широте Парижа и время измерять в секундах, то тогда 
следует 30,196 парижеких фута принять в качестве единицы пройденных 
пространств, так как 15,098 — это высота, с какой на этой широте падает 
в одну секунду тело, предоставленное самому себе; в этом случае едини- 
цей скоростей будет та скорость, которую падающее тело приобретает, 
пройдя указанную высоту. 

3. Установив эти предварительные определения, рассмотрим систему 
тел, расположенных совершенно произвольным образом и находящихся 
под действием каких угодно ускоряющих сил. 

Пусть % — масса любого из этих тел, которое мы будем рассматривать 
в качестве точки; для простоты отнесем абсолютное положение этого тела 
к концу любого промежутка времени { к трем прямоугольным координатам 
х, Ч, 2. Эти координаты мы будем предполагать всегда параллельными 
трем осям, неподвижным в пространстве, и пересекающимися под прямыми 
углами в одной точке, называемой началом координат; тогда, следовательно, 
эти координаты выразят прямолинейные расстояния тела от трех плоско- 
©тей, проходящих через эти же оси. 

В силу взаимной перпендикулярности указанных плоскостей коорди- 
наты 1, у, 2 выражают те расстояния, на которые тело при своем движе- 
нии отдалилось от этих плоскостей, следовательно, 


= бу 42 
ф?” 4’ а 


выразят те скорости, ‘которые рассматриваемое тело имеет в некоторое 
мгновение, чтобы удалиться`от каждой из этих плоскостей и двигаться в сто- 
рону возрастающих координат; если бы тело затем было предоставлено 
самому себе, то согласно основным принципам теории движения эти ско- 
рости остались бы в последующие мгновения постоянными. 

Однако, вследствие существования между телами связи и под действием 
влияющих на них ускоряющих сил, эти скорости в течение мгновения 4 
получают приращения 

4х 


ау 42 
1, ( а 


а 4: й Е › 
которые надлежит определить. Эти приращения можно рассматривать как 
новые скорости, сообщенные каждому телу, и если их разделить на 4 мы 
будем иметь меру ускоряющих сил, необходимых для того, чтобы вызвать 
эти приращения; в самом деле, как бы ни было изменчиво действие какой- 
либо силы согласно природе диференциального исчисления мы можем ее 
всегда принять в качестве постоянной в течение бесконечно малого вре- 
мени; тогда скорость, сообщенная этой силой, пропорциональна произве- 
дению силы на время; следовательно, сама сила будет выражена с помо- 
шью отношения скорости ко времени. 
Если элемент времени 0 принять в качестве постоянной величины, 

то рассматриваемые ускоряющие силы выразятся через 

2х у 92 

а?’ ап? ав’ 
& если эти силы помножить на массу т тела, на которое они действуют, 
то 
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выразят вилы, примененные непосредственно для того, чтобы в течение 
времени 4 двигать тело т параллельно осям координат х, у, 2. Таким 
образом каждое тело т системы можно рассматривать как находящееся 
под действием подобных сил; следовательно, все эти силы должны быть 
эквивалентны тем силам, под влиянием которых согласно допущению на- 
ходится система и действие которых видоизменяется вследствие природы. 
самой системы; поэтому согласно теореме, приведенной в первой части 
(отд. 11, п. 15), сумма моментов первых всегда должна быть равна сумме 
моментов вторых. 

4. В дальнейшем мы будем применять обычный знак 4 для обозначе-. 
ния диференциалов по времени, а вариации, выражающие виртуальные 
скорости, мы будем обозначать знаком 8, как мы это уже делали и раньше 


при разрешении некоторых вопросов в первой чаети настоящего сочинения. 
Тогда мы будем иметь 


а $ у $ 2 с. 
7 Е д, т ЕР Ц, т де 05 
для моментов сил 
422 2 422 
Тат’ Тат’ Па’ 


действующих по направлению координат х,у,г и стремящихся увеличить 
эти координаты; сумма их моментов может быть, таким образом, выражена 
с помощью формулы 


если допустить, что знак интегрирования м распространяется на все тела 
системы. 


5. Пусть теперь Р, 0, В,... представляют собою заданные ускоряю- 
щие силы, воздействующие на каждое тело системы по направлению соот- 
ветствующих центров, к которым согласно допущению направлены эти силы, 
и пусть р, 4, ’,... прямолинейные расстояния каждого из этих тел от тех 
же центров. Тогда диференциалы бр, 84, 87",... предетавят вариации ЛИНИЙ 
ф, 9, ',..., происходящие вследствие вариаций 6х, ву, 4= координат #, у, 2 
тела т. Но так как эти силы Р, ©, В,... согласно нашему представлению 
стремятся уменьшить эти линии, то их виртуальные скорости должны быть 
выражены через —6р, —29, —87,... (часть 1, отд. П, п. 3); следовательно, 
моменты сил тР, т0, тВ,... выразятея через —тР0р, —т0 84, 
—тАду,..., а сумма моментов веех этих сил составит 


— №7 (Рё 9ба--В5и--...). 


Следовательно, если эту сумму приравнять в сумме, приведенной в пре- 
дыдущем пункте, мы получим 


бт (пр За ае Зи-Нае 82) = —бикР р 9“ ви-...) 


ИЛИ, перенеся правую часть влево, 
Ру 


42 4? 
т (ле ве виа 82) + 8 т(Р ар-- 9-Е На...) =0: 


Такова общая формула динамики для движения любой системы тел. 
6. Лено, что эта формула отличается от общей формулы статики, при- 
веденной в первой части (отд. П), только членами, обязанными своим про- 
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2 2 
исхождением силам т ео , той , та, вызывающим ускорение тела 
по направлению возрастающих координат х, 9, 2. В самом деле, в преды- 
дущем отделе (п. 11) мы видели, что эти силы, взятые в противоположном 
направлении, т. е. тавим образом, как если бы они стремились укоротить 
линии 5, у, г, должны уравновесить действующие силы Р, ©, В,..., кото- 
рые согласно предположению должны стремиться укоротить линии р, (4, 


’,.... Таким образом следует только к моментам последних сил приба- 
42а ф а22 
ВИТЬ МОМенИИы СИЛ т т, ты, т-» для каждого из тел т, чтобы от 


условий равновесия тотчас же перейти к свойствам движения (ч. ] 
отд. П, п. 4). 

7. Таким образом те же самые правила, какие были даны нами в пер- 
вой части (отд. П) для вывода общей формулы статики, могут быть при- 
менены и к общей формуле динамики. При этом следует лишь иметь в виду: 

1) что диференциалы, которые мы там для выражения вариаций обо- 
значили через 4, дальше будут всегда обозначаться через 8; 

2) что знак 4 будет всегда относиться ко времени $ равно как и ©0- 


> 


ответствующий символ | для интегрирования, за исключением частных 


диференциалов, где безразлично, какой символ взят; 

3) что для выражения элементов кривой, или поверхности, или вообще 
системы, состоящей из бесконечного числа частиц, будет всегда применяться 
знак 0), соответствующий символу интегрирования &. Следовательно, если 


формулы, выведенные нами для равновесия в первой части (отл. У, гл. Ш 
и 1У), мы захотим распространить и на движение, то следует повсюду знак Я 
заменить знаком 0), и тогда мы будем иметь выражение для суммы мо- 
ментов всех сил. 

8. Если движение происходит в сопротивляющейся среде, то сопроти- 
вление среды можно рассматривать как силу, которая действует в напра- 
влении, противоположном направлению движения тела, и которую, следо- 
вательно, можно считать направленной к некоторой точке на касательной 
линии. , 

Допустим, что сопротивление равно А. Для того чтобы получить момент 
этой силы — А 8х, следует только принять во внимание, что вообще 


УИ ие 


где 1, т, ® представляют собою координаты центра силы В; поэтому 


х—{ 
т 


97 — 


а" бу Та. 


г уд 


Изберем центр силы А на касательной к кривой, описываемой телом 
и очень близко от последнего; для этой цели положим 


д—1=0дх, у—т=дау, 2—п== 48; 
если 4$ принять в качестве элемента кривой, то это даст 


—1_ 42 ут ау г—т 42 
т 45’ г 4’ 2 98’ 


и, следовательно, 
4х ау 42 
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Если сопротивляющаяся среда находится в движении, то это движе- 
ние следует сложить с движением тела, для того, чтобы получить напра- 
вление силы сопротивления. Назовем 4а, 48, 4{ малые пути, проходимые 
‘средой параллельно осям координат 5, у, 2, в то время как тело описывает 
путь 4$; тогда следует только эти величины вычесть из 4х, у, 42, чтобы 
получить относительные движения. Так как 


48 = |/ 42 —- 492 - 427, 


то, если мы положим 
@—У (4 — а} -- (ау— 8} (@—4; 
мы в этом случае получим 


о — ры — аа 


а +94 м ие 2—7 ит И 


Что касается сопротивления А, то оно обычно является функцией ско- 


(5 
рости 5;; но в том случае, когда среда находится в движении, оно будет 


“ ., дс 
функцией относительной скорости 2. 


Указанным путем можно применить наши общие формулы & движе- 
ниям, происходящим в сопротивляющихся средах, не имея надобности при 
этом прибегать к какому-либо особому рассмотрению вопроса об этих видах 
движений. 

9. Важно отметить, что выражение 


фл 6х -|- ау ву -— а? 8, 


которым общая формула динамики отличается от общей формулы статики 
(п. 5), не зависит от положения координат х, у, 2. 


В самом деле, предположим, что вместо этих координат мы подетавим 


другие прямоугольные координаты 5’, у’, 2’, имеющие то же начало, но 


отнесенные к другим осям. Согласно формулам преобразования координат, 
приведенным в первой части (отд. Ш, п. 10), мы имеем 


ха а’ Ву’ тг, 
ео’ Зуи тв 
в — |2 д’ -- Вбу’-Н {”а’ 
Если мы продиференцируем эти выражения, рассматривая при этом 


все коэфициенты а, В, 1, а’,... как постоянные и новые координаты 
х’, у’, 2’ как единственные переменные, то мы получим 


Фх —= а ах’ В у’ -Е у 422", 


Фу = я’ а?’ -- В’4?у' -- {’а?2', 
422 — а’а2т’ -- Вау’ —- {”а?г'. 


Точно так же мы будем иметь 
дд — а дд’ В 6-1 82’, 
бу = а’85’ -- 8’6у" -- 162, 
За == а'6х’ -- Ву’ НН’ 6". 
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Подставив эти значения и приняв во внимание условные уравнения между 
жоэфициентами а, В, 1, а’,..., приведенные в упомянутом выше пункте, 
мы получим 


42х 6х —- 4?у ву -- 422 д = 4х’ 6х’ -- ау’ ву’ Ф2' де". 


Если произвести такие же подстановки в выражениях для прямоли- 
чейных расстояний между различными телами системы, представляемых 
с помощью р, 4,..., то легко видеть, что величины а, В, 1, ©’... исчез- 
нут и что преобразованные выражения сохранят тот же вид. В самом деле 


мы имеем 
РУ (— (уф -@— 2», 


где 5, у, 2 являются координатами тела т, а х, у, & —координаты другого 
тела п, отнесенные к тем же осям. ‚Благодаря изменению осей, первые из 
этих координат превращаются вх’, У’, 2’, а если мы через х’, у’, 7' 


обозначим новые значения последних, то мы будем также иметь 


х=ах’ |- Ву’ т?’ 
у — а’х” —- В’ —- {’7 ', 
АИ И! И! 
дах’ Ву ЕТ. 
Произведя подстановку и приняв во внимание те же условные уравнения, 


мы получим 
р=У (27 —х’)- (Фу - (7—7 


подобные же выражения получатся для аналогичных величин 4, г,.... 

10. Отсюда следует, что если система находится только под действием 
внутренних сил Р, 0,..., пропорциональных каким-либо функциям рас- 
состояний р, 4... между телами, если только условия системы зависят 
лишь от взаимного расположения тел, так что условные уравнения свя- 
зывают между собою только различные линии р, 4,..., то ‚общая формула 
динамики (п. 5) имеет для преобразованных координат 5’, У’, 2’ тот же 
вид, что и для первоначальных координат т, 9, г. После того как путем 
интегрирования различных уравнений, выведенных из этой формулы, мы 
нашли значения координат 2, у, 2 каждого тела т, выраженные в качестве 
функций времени, можно эти координаты х, У, г преобразовать в какие- 


/ 


либо другие х’, У’, 2’, пользуясь следующими уравнениями: 


х==ол -- Ву’ 12’, 
у=а я - Ру’ т”, 


в — ау’ 97” 1”, 2’ 


в которых девять коэфициентов о, 68, 1,... содержат три неизвестных 
величины, так как между ними существует шесть условных уравнений. 

Если значения 2’ ‚ у’, 2’ содержат в себе все произвольные постоянные, 
необходимые для дополнения различных интегралов, то три упомянутых 
неизвестных величины сольются с этими произвольными постоянными: но 
они могут возместить собою недостающие величины, отсутствие которых 
делает решение неполным. Таким образом с помощью этих трех новых 
произвольных величин, которые могут быть введены к концу исчисления, 
мы получаем возможность положить равными нулю, или равными каким- 
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либо определенным величинам, такое же количество произвольных по- 
стоянных, что зачастую приводит к облегчению и упрощению расчета. 

11. Хотя действия импульса и удара можно всегда исчислить подобно 
действиям ускоряющих сил, тем не менее в тех случаях, когда опреде- 
ляется только общая величина сообщенной скорости, можно избавиться от 
рассмотрения последовательных приращений, и импульсивные силы можно 
принять просто эквивалентными сообщенным движениям. 

Итак, пусть Р, ©, В,... будут импульсивные силы, приложенные 
к какому-либо телу т системы, направленные по линиям р, 4, г,...; пред- 
положим, что скорость, сообщенная этому телу, разложена на три скорости 


д, у, г по направлениям координат 5, у, 2; тогда, вак в пункте 5, заменив 


Фа Фу 428 . 
ускоряющие силы 5 скоростями 7, 9,2, мы получим общее 


а?’ ар’ ‘ав 
уравнение 


т (285 -- у8у 252) &(Рзр-- 09-Е ...)=0. 


Это уравнение даст столько частных уравнений, сколько останется неза- 
висимых вариаций, после того, как все вариации, обозначенные знаком 56, 
мы сведем, в соответствии с условиями системы, к минимальному возмож- 
ному их чиелу. 


ОТДЕЛ ТРЕТИЙ. 


ОБЩИЕ СВОЙСТВА ДВИЖЕНИЯ, ВЫВЕЛЕННЫЕ 
ИЗ ПРЕДЫЛУЩЕЙ ФОРМУЛЫ. 


1. Рассмотрим систему тел, расположенных друг по отношению к другу 
и взаимно связанных каким угодно образом, но при этом предположим, 
что не существует никаких неподвижных точек или препятствий, которые 
стесняли бы их движения; тогда ясно, что в этом случае условия системы 
могут зависеть только от взаимного расположения тел; следовательно, 
условные уравнения не могут содержать в себе каких-либо иных функций 
координат, кроме выражений взаимных расстояний между телами. Это 
соображение дает для движения системы общие уравнения, не зависящие 
от природы системы, аналогичные тем, какие были найдены нами в первой 
части (отд. Ш, $ Г) для равновесия. 


$ Г. Свойетва, касающиеея центра тяжеети. 


2. Пусть 5’, У’, 2’ координаты какого-либо определенного тела системы, 
в то время как д, у, 2 предетавляют собой вообще координаты какого- 
либо иного тела. Положим, что всегда допустимо, 


ра’ --Ь уму 2 


Лено, что величины 5’, У’, 2’ не войдут в выражения для взаимных рае- 
стояний между телами и что эти расстояния будут зависеть только от 
различных величин 6, ", С, которые собственно и выражают координаты 
различных тел по отношению к телу, имеющему своими координатами 
х’, У’, 2’; следовательно, условные уравнения системы будут иметь место 
только между переменными $ м, © и совершенно не будут содержать 
в себе т’, у’ г”. 
Таким образом, если в общей формуле динамики (отд. П, п. 6) все 
вариации свести к 0х, 09, 62 и залем вместо 8%, 6у, 82 полетавить их 
значения 65’-|- 51, бу’ --0\, 62’ -- 0", то вариации 8х’, 6’, д2' будут неза- 
висимыми от всех остальных и сами по себе будут произвольными; поэтому 
надо будет приравнять нулю отдельно совокупность всех членов, в состав 
которых входит каждая из этих вариаций, в результате чего мы получим 
три общих уравнения, не зависящих от особой структуры системы. 
Внутренние силы, с помощью которых тела могли бы действовать друг 
на друга и которые мы, совершенно так же как в первой части (отд. Ш, 


п. 2), обозначим через Р, (,..., совсем не войдут в эти уравнения, так 
как веледствие независимости взаимных расстояний р, 4,... отх’, у’, 2’ 
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вариации 060, 64,..., относящиеся к этим переменным, будут равны 
нулю. = 

Что касается внешних сил Р, 0, В,..., то если их свести в трем. 
силам Х, У, (, направленным по осям координат х, у, г и стремящимся 
укоротить эти координаты, то согласно формулам, приведенным в первой 
части (отд. У, гл. Г, мы имеем 


Ро О Вы-Р... = Ха Уёу- 28», 


и общая формула принимает следующий вид: 
у 2 


9 (= х) ва-- 8 т (в -НУ ) зи (= 2)8&#=0; 


если принять во внимание только вариации 8%”, бу’, 42’, которые не зависят 
от всех остальных, то это уравнение дает 


ват (8-Е Х) Ев’ (4 -- У) -- 5 Че =0; 
откуда тотчас же вытекают следующие три уравнения: 
$ (в -ЕХ) =, 
$ (9 НУ) =, 
ут (Е + 2) — 0, 


которые всегда будут иметь место при движении любой системы тел, если: 
эта система совершенно свободна. 

3. Предположим теперь, что тело, которому соответствуют координаты 
х’, у’, 2’, расположено в центре тяжести всей системы. Согласно известным 
свойствам этого центра (часть 1, отд. Ш, $ ТУ) мы будем иметь уравнения 


$75 =0, “тм ==0, 87 =0, 


которые, будучи продиференцированы по $ дадут нижеследующие уравнения:. 
а _ а _ 4: _ 
№т = =0, Ут =0, №1 = ==0. 
Отсюда следует, что 
то бт 9 © 
аЕ — №" ав — ‘ав №" 


так как х’, имеющий одинаковое значение для всех тел, не зависит от 
знака ®; аналогично мы будем иметь 


‚Фу а г _ @:' 
тар = да Вт Вт др == “ца т. 


Таким образом три уравнения предыдущего пункта получат следующий 
более простой вил: 


ах’ 

в Уж ЗмХ = 0, 
Фу’, у 

я; т-Е У тУ =0, 
ф2' 


че М Т-Е№т 7 = 
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Приведенные уравнения послужат для определения движения центра 
тяжести всех тел независимо от особого движения каждого из этих тел; 
а так как значения ®тХ, &тУ, \т7 совершенно не содержат в себе 


внутренних сил системы, то движение центра тяжести не будет совершенно. 
зависеть от взаимного действия, которое тела могут оказывать друг на 
друга, а будет зависеть лишь от ускоряющих сил, действующих на кажлое 
тело. В этом заключается общий принцип сохранения движения центра 
тяжести. 

Этот принцип остается в силе и в том случае, когда тела при своих 
движениях взаимно сталкиваются; в самом деле, какова бы ни была при- 
рода этих тел, можно всегда представить себе, что их действия при ударе. 
происходят при посредстве расположенной между ними пружины, которая 
после своего сжатия стремится или не стремится вернуться к своему 
первоначальному состоянию, в зависимости от того, являются ли тела 
упругими или же нет. Таким образом действие удара будет представлено 
как результат действия сил, имеющих ту же природу, что и те силы, ко- 


торые мы выше обозначали через Р, 0,... и которые в общей формуле. 
(п. 2) исчезают. 

4. Вообще ясно, что уравнения движения центра тяжести тождественны 
с уравнениями движения одного тела, которое находится под одновременным 
действием всех ускоряющих сил, влияющих на различные тела системы. 
В самом деле, если предположить, что все тела соединены в одной точке, 
которой соответствуют координаты 4’, У’, 2’, то тогда в общей формуле 


мы имеем 
Х =, 1] =’, а==2'; 


приравняв нулю все члены, в состав которых входит каждая из трех 
вариаций 0х’, 6у’, 82’, мы получим те же уравнения, какие были выведены 
нами выше. 


Отсюда следует общая теорема: 
Движение центра тяжести системы свододных тел, расположенных 


друг по отношению в другу совершенно произвольным образом, всезда 
714%060, как если бы все тела дыли сосредоточены в одной этой точке и 
если бы в то же время каждое из них находилось под действием тех же 
ускоряющих сил, под влиянием которых оно находится в своем действи- 
тельном положеним. 

5. Эта теорема остается в силе и в том случае, когда тела, обра- 
=ующие свободную систему, получают только какие-либо импульсы; 
в самом деле, если в уравнении пункта 11 предыдущего отдела подставить 
дд’ —- 6, бу’ 6, 02’ -- 86 вместо 4х, 69, 62 и силы Р, ©, В,... свести 
& силам ЛХ, У, 7, можно, вак в пункте 2, доказать, что вариации дх’, 
0у’, 92’ должны остаться произвольными, что даст нам три уравнения 


$ (из Х)=0, В(ту-- У)=0, №(те-- 2) =0. 
Но если координаты 5’, У’, 2’ отнести к центру тяжести системы, то в силу 
свойств этого центра мы имеем 
2’&т=®&тал, У’ Ат=ЮВту, "Ат= Эта. 
Диференцируя по $ и положив 
дх=—= 24 Чу=уаь @а=е4ь 
дж’ — а’аь Чу’ ==у’аь  аг== 2" 4 
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мы получим 
д’ т — © тх, у’ т = “ту, 2'& т—& те 
и, следовательно, 


Ат“ Х=0, Ки ВУ=0, 29т--92=0. 


Отсюла видно, что скорости х’, У’, 2’, вообщенные центру тяжести, со- 
вершенно таковы, как если бы все тела, будучи соединены в этом центре, 
одновременно получили импульсы Х, У, 

6. Общая формула (п. 2) поеле подстановки бд’ —- 08, бу’, 62’ 
-- 55 вместо 65, бу, 62 и после сведения к нулю всех членов, содержащих 
в себе ду’, ду’, 62’, примет следующий вид: 


421 


бе (ба ви -Е ав 85-Е ХЕ -- УЗ 280) =0. 


Если в диференциалы 42%, 4?у, 422 подставить д’ Ум, г 
вместо х, 9, 2 и вывести за знак & диференциалы 4х’, че, 422’, то 
членами, содержащими в себе эти хиферонииаль, будут следующие: 


Е и -т а Вто аа идут. 


Но если координаты 2’, У’, 2’ отнести к центру тяжести, то мы будем 
иметь (п. 3) 


Чи —=0, Уит=0, №75 =0. 
Следовательно, после диференцирования в смысле символа 6, мы получим 
Чт Е =0, “тб =0, Ат =0, 


в результате чего рассматриваемые члены исчезают. 
Таким образом общая формула сводитея к 


$ (12 ат 158 Хх -- Уз 28: =0; 


последнее выражение совершенно аналогично первой формуле, —с тем 
лишь отличием, что координаты 5, 9, 2, имеющие неподвижное начало 


в пространстве, заменяются & 1, ©, начало которых находится в центре 
тяжести. 


Отеюда*) можно сделать заключение, что вообще в свободной системе 
мы имеем по отношению в центру тяжести те же уравнения и те же 
свойства, что и по отношению к некоторой неподвижной точке вне системы. 


") Это заключение носит слишком абсолютный характер. Действительно, дифе- 
ренциальное уравнение, связывающее &, *, &, имеет совершенно тот же вид, что и 
уравнение между а, у, г, но силы Х, У, Й не выражаются одинаково по отно- 
шению к указанным двум системам переменных. Так, например, если мы пред- 
ставим себе две точки, взаимно притягивающие друг друга с силой, обратно про- 
порциональной квадрату расстояния, то по отношению к подвижным осям, прохо- 
дящим через центр тяжести, эти точки будут описывать эллипеы; по отношению же 
< неподвижным осям их траектории будут гораздо более сложными. Прим. Бертрана. 
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$ П. Свойства площадей. 


7. Рассмотрим теперь движение системы вокруг какой-либо неподвижной 
точки и допустим, что она может совершенно свободно вращаться вокруг 
этой точки в любом направлении. Если отвлечься от взаимных движений 
тел системы друг по отношению к другу, то в соответствии с тем, что 
Фыло установлено в первой части (отд. Ш, п. 8), движение вокруг каждой 
из трех осей х, у, 2 даст следующие выражения вариаций для 6х, бу, 82: 


0% —=20% —16%, 8) —= 160—284, 42—04 — до, 


где 62, д®, 6$ представляют с0бою элементарные вращения вокруг трех 
осей 2, у, х и могут оставаться произвольными. 

Эти выражения являются общими для вариаций координат всех тел 
системы; их следует лишь подставить в формулу пункта 5 предыдущего 
отдела, предварительно сведя все вариации к 0х, 69, 62, и затем отдельно 
приравнять нулю все величины, в состав которых входят три неопре- 
деленных величины до, до, 04. 

Тогда, как и в названном выше пункте первой части, мы прежде 


всего найдем» что вариация бр станет равной нулю и что таким образом 


члены, обязанные своим происхождением внутренним силам Р системы, не 
содержащие в себе вариаций 65, де, 04, ничего не прибавят к расемат- 
риваемому уравнению. Кроме того, как мы видели в том же пункте, мы найдем, 
что когда сила Р направлена к началу координат, вариация бр равна 
нулю, и таким образом указанная сила совершенно не входит в эти урав- 
нения. 

Следовательно, если просто сделать указанные подстановки для дух, 
3у, 02, заменив, как и раньше (п. 2), силы Р, ©, В,... силами Х, У, 7, 
то мы получим для вариации 6%, до, 64 следующее уравнение 


| (буш уг Ху) | 

У { + (29 ее Ха — 2) 8ы | р =0; 
| 4? 2 
[+ (уае—2ая-- 2—2) | 


% так как вариации 0%, 04, дб® являются общими для всех тел системы, 
то они не входят в выражение, стоящее под знаком №; таким образом мы 


получим три следующих уравнения по отношению к каждой из этих 
вариаций 


0 
20 422 

чт (ев — 2 в --2Х — #2) =0, 
422 4? 

чт (Уле —2 а. -у2—2У)=0. 


Эти уравнения имеют место одновременно, если система может свободно 
вращаться вокруг каждой из трех осей, т.е. во всех тех случаях, когда 
система расположена таким образом, что она может свободно вращаться 
в любом направлении вокруг неподвижной точки, являющейся началом 
координат. 


13 Зак. 994. — Аналитическая механика. 
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Следует отметить, что эти уравнения имеют всегда место независимо 
от взаимодействия между телами, в каком бы виде оно ни осуществлялось, 
хотя бы даже в виде взаимного столкновения тел системы, как мы это 
видели в пункте 3, и по тем же основаниям; сверх того они независимы 
от сил, направленных к неподвижной точке, в которой ваходится начало 
координат. 

8. Для того чтобы составить -себе более ясное представление об этих 


уравнениях, заметим: 
1) что величины 


х Ру— уа?х, 2 42х — та, уа?2г — 24 
являются диференциалами следующих величин 
хау—уах, 24х— 142, у4а2—гау, 


выражающих удвоенное значение элементарных секторов, описываемых 
телом 7 в плоскостях 2, 22 и уг, т. е. в плоскостях, перпендикулярных 
к осям 2, У их. В самом деле, если в выражении ху ду— у4х вместо х 
и у подставить их значения рс0зФ, рут, мы получим р?дФ, предетав- 
ляющее удвоенное значение плошади, заключенной между радиусом- 
вектором р и следующим радиусом, составляющим с ним угол 49; 

2) что величины Х, У, 7 представляют собою силы, действующие на 
каждое тело тж вдоль координат 5, У, 2 по направлению к их началу и 
являющиеся результирующими всех сил Р, (©, П,..., действующих на эти 
тела в любых направлениях, и что, таким образом, величины 


уХ — 17, хи—ех, Уф 


представляют собою моменты сил, стремящихся вращалъ тела вокруг каждой 
из трех осей координат г, у, х, —если слово момент принять в его обыч- 


ном смысле произведения силы на перпендикуляр, опущенный на его: 


направление. 
9. Если система не находится под действием каких бы то ни было 


внешних сил или же если она находится только под действием сил, напьа- 
вленных к точке, принятой нами в качестве начала координат, то приведен- 
ные выше три уравневия принимают следующий вид: 


у фх 

$т (2 де — Уча) =0, 
42% 2 

чт (29 —2 в) =0, 
/ 22 (р 

Ут \9 аи) =0; 


если их проинтегрировать по переменной {и ввести три произволькых 
постоявных 4, ВБ, С, то мы получим 


д 42 
т (2 че" — а )=В, 
42 „ач\ 


Последние три уравнения, очевидно, содержат в себе яринции площадей», 
о которых мы упомянули в первом отделе. 
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10. Ветати следует отметить, что эти уравнения принадлежат к тому 
роду уравнений, которые были указаны в пункте 10 предыдущего отдела, 
так что путем изменения осей координат можно ввести три новых произ- 
вольных постоянных. 

Пусть 5’, У’, 2’— новые координаты, тогда мы будем также иметь 


т (Ч — у’ “.) = С”, 


4 4: 
/ / 
т (2—2) = В’, 


‚ 42” , \— д’ 
ми (Уаз) =А,, 


где величины 4’, В’, С’ будут тоже произвольными постоянными, но 
отличными от АД, ВБ, С. 

Подетавим теперь в выражение х4у—у4х значения т, у через х’, 
у’, =’, приведенные в упомянутом пункте того же отдела; тогда мы будем 
иметь 


+ 4у —у41 = -- («8’— Ва’) (х'4у’ — у’ах”) Е (1а’ — 4’) (2'4х’ — х’аг’)-- 
-Н (Вт — 187) (’а7' —2'4)). 


Точно так же мы получим 


2ах-— та2 == —- (Ва” — аб”) (;’ау’ — у’ах’) -- (а — ча’) (г’4х’ — а) + 
—- (187 __ В”) (у’аг’ _—__ 2’4у’), 


9 42—2 ау = (*’8”— Ва”) (’ау’ — у’ах) - (1’” — “+” (7ах’ — х'’4г’)-- 
-- (’В” __ 8/5”) (у’а2” __ 2’4у’). 


Если все члены этих уравнений снабдить знаком №, предварительно умножив 


их на т и разделив на 4 и затем вместо интегралов, обозначенных 
знаком №, подставить соответствующие им значения А, В, С, А’, В’, С’, 
то мы получим 


С = (98' — №) С (а — 1”) В’ Вт — 18 4", 
В — (Ва — 8”) С’ -- (9 ” __ а”) В’ - (18” — Вл”) А’, 
А — (а’В" — Ва”) СИЕ (4'а" — «'") В’ —- (1’В” — 8’”) А’. 


Эти формулы можно свести к более. простому выражению, если принять 
во внимание существование тождества 


(«8’ __ Ва’)? | (Ва” —__ а")? —- («’ 6" __ В’)? — 
(ааа аз) (а 93 В) — (аа ' 57 


на, освовании условных уравнений первой части (отд. Ш, п. 10) последняя 
величина сводится к единице. Сверх того мы имеем следующие тождества 


ав" — ои)-а" ва" — а") а" (8 — а’) 0, 
В (а В" — 8’а”) -- В” (Ва _—_ #3”) -- В” (и3’ __ Ва’) — 0. 


3* 
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Следовательно, если эти тождества сравнить с тремя условными урав- 
нениями 


|? -- ет? —1, ат -- д’ -- д” и —0, 8- -- В’ - 8” и 
то легко притти к заключению, что 
ах’ В" — Ва” —1, Ва” — «3” — 1’, аб’ —__ Ва’ — -”. 


Величины 1, 1’, |” могли бы иметь и знак —, но так как при сов- 
падении осей 5’, У’, 2’с осями т, у, 2 мы должны иметь (ч.Т, отд. Ш, п. 11) 


то это условие может иметь место только в том случае, если мы примем 1”, 
а следовательно, и 1’и 1] положительными. 
Тем же путем мы найдем 


а” __ а’” — В, а" —__ |” — В’, 14’ __ 9" — В”, 
В В" = а, 1" а, В —1В =9) 


так что мы будем иметь 
—4' -- ВВ" --1С’, 
В =’ А” -- 3' ВС’ 
С — &’А’ -- 37 В” -- ”С’; 
откуда с помощью условных уравнений пункта 10 (ч. Т, отд. ПТ) получается 
А’ — Аа -- Вх’ Оч", 
В/ — АВ-- В -- С, 
С’— А Ву -- Оу, 
АЗ-- В2-Р (2 = А’ В” -- (2. 


Из последнего уравнения следует, что вообще 
[уно 
иен] 

откуда можно сделать вывод, что функция 
[бт (29 г — У || 8» (2 жа 2 12| + [8 (у ие ее у 


имеет всегда значение, независимое от плоскости проекции и от положения 
в пространстве осей координат т, у,2, — при условии, если эти координаты 
взаимно перпендикулярны. 
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11. Найденные выше выражевия для А, В, С через А’, В’, С’ анва- 
логичны выражениям для х, у, 2 через х’, у’, 2’, приведенным в пункте 9 
предыдущего отдела. Следовательно, если положить 


д’ — А’, 1" — В’, 2’ — С", 
то мы будем иметь 
А=х, В=у, С=2:; 


и обралво, х=А, у=В, г=0С даст А’=х’, В’==у’, (’=г'. 
Это зкачит, что 4, В, Си А’, ВБ’, С’ представляют собою две системы 
координат, соответствующие одной и той же точке, причем первая из вих 
отнесена к осям х, у, 2, а вторая к осям х’, У’, г’. 

Отсюда тотчае же становится ясво, что можно сделать 


А’=0, В’=0, 


если ось С’ или 2’ провести через точку, которой соответствуют коор- 
динаты А, Б, С, и что тогда координата будет иметь наибольшее свое 


значение, равное У А? Б?-- С. В этом случае 
А — 1С', В = {”С’, С — {”С', 


и легко доказать, что коэфициенты 41, 1’, |” представят собою не что 
иное, как косинусы углов, образуемых линией С” с осями А, В, С. 
Таким образом решение уравнений 


ЧЕ 
4х 42’ 
т (27: — "= )=0 
[ИР 1 2 
‚ 42” ‚ ау’ \ __ 
8 (у а и) =0 


42 Фу , 
ти = — 2 — | — 
ь (у в ба тс, 
гдет, 1’, ”— три постоянных величины, связанные между собою соотношевием 


РЕ =Ь, 


так что две из них являются произвольвыми. 
Плоскость, перпендикулярная к оси С”, когла С” является максимумом, 
представляет собою именно ту плоскость, которую Лаплае называет неиз- 
менной плоскостью; он же первый доказал ее существование и поло- 
жение. 
Положение этой плоскости легко определить с помощью уравнений 


А — “ С", В — 1’С', [6 — "С"; 
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в самом деле, так как величины 1, \’, {’ представляют собою косинусы 
углов, которые ось С”, или 2’, перпендикулярная к неизменной плоскости, 
образует © осями 2, у, 2 системы, то назвав эти углы [, т, п, мы в силу 


0! =У А?-- ВЗ- (? будем иметь 


А В С 
608 1 = АА, 608 70% — —_—_—_— 608 7 = 


У 42 -- В С° УС’  УЮЕРЕО 


12. Если система свободна, т. е. если в системе не имеется никакой 
точки, которая должна оставаться неподвижной, можно начало координат 
х, у, г, которое согласно допущению должно быть неподвижным, избрать 
в каком угодно месте; следовательно, те свойства площадей и. моментов, 
которые были нами выше доказаны, будут иметь место по отношению к лю- 
бой неподвижной точке, произвольно взятой в пространстве. 

Но согласно тому, что было нами доказано в пунЕте 6, эти же свой- 
ства остаются в силе и по отношению к центру тяжести всей системы 
независимо от того, будет ли этот центр неподвижен или нет. В самом 
деле, если в трех уравнениях пункта 7 вместо х, у, 2 подставить вели- 
чины 2’ у т, г’-Р Е отнеся, как в пункте 3, координаты #2’, У’, 
2’ Е центру тяжести системы, и если принять во внимание три уравнения. 
этого последнего пункта, то мы получим следующие преобразованные 
уравнения 


$ (257 Зв — 1 аи ах) = 


$" (5 к ав жи) =6 


Е Е В 


как видим, эти уравнения подобны уравнениям пункта 7: все их различие 
заключается в том, что вместо координат 2, у, 2, отнесенных к неподвиж- 
ной точке, мы имеем координаты & м, ©, начало которых лежит в центре 
тяжести системы. 

Таким образом в том случае, когда ускоряющие силы равны нулю, мы 
имеем интегралы 


9 (+ — яя )=0, 


4 


би (9—4) = В, 
9 (1 — с) = А, 


по поводу которых можно сделаль замечания, аналогичные тем, какие были 
нами сделаны относительно уравнений пункта 9. 

13. В том случае, когда одно из тел системы удерживается в непо- 
движном состоянии каким-либо препятствием, мы, поместив начало коорди- 
нат в этом теле, будем иметь перед собою случай, указанный в п. 7. 
Если же мы допустим, что два тела системы неподвижны, то линию, про- 
ходящую через эти два тела, следует рассматривать как ось, вокруг которой 
система может свободно врашаться; приняв эту ось в качестве оси коор- 
динат 2, мы на основании того же пункта получим просто 


= —у8ф, був, 
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где до — элементарное вращение вокруг указанной оси, которое должно оста- 
ваться неопределенным. Таким образом мы будем иметь только одно урав- 
нение относительно упомянутой вариации 0%, а именно 


4 4? 
ут (2 уча + 2У—ух) =0; 


& так как момент хУ — УХ внешних сил по отношению к оси вращения 
равен нулю, то путем интегрирования, как в пункте 9, мы получим 


Это уравнение выражает принцип площадей по отношению к плоскости 2, 
перпендикулярной к оси вращения, на которую должны проектироваться 
плошади, описываемые телами. 

Если бы мы допустили, что три тела системы остаются неподвижными, 
то положение каждого из остальных тел в пространстве определилось бы его 
расстояниями от указанных трех тел; в этом случае уже не существовало бы 
никаких вариаций, независимых от природы системы и от взаимного раепо- 
ложения тел, из которых можно было бы вывести общие уравнения для 
движения любой системы. 


$ ПТ. Свойства, касающиеся вращений, вызванных импульеами. 


14. В том случае, когда система, способная свободно вращаться во 
всех направлениях вокруг. неподвижной точки, получает какие-либо импульсы, 
можно в уравнении пункта 11 предыдущего отдела тоже воспользоваться 
выражениями для 0х, 0, 0г пункта 7, предварительно сведя импульсивные 
силы Р, 0, В,...к силам ХЛ, У, #; приравняв затем нулю отдельные члены, 
которые умножаются на 62, д®, 84, мы получим, три уравнения: 


$ [п (2у —у2) + 2У —ух]=0, 
& [ж (2х — 22) + аХ — 57] =0, 
8 [и (2 — 27) --у2 — 2] =0 


для первого мгновения движения, вызванного импульсами Х, У, 7. 

В совершенно свободных системах можно неподвижную точку брать где 
угодно в пространстве, и приведенные выше уравнения будут всегда оста- 
ваться в силе по отношению к этой точке. 

15. В подобных системах можно вращения тоже отнести к трем осям, 
проходящим через центр тяжести; в самом деле, если, как в пункте 5, 


положить .- 
бд = 6х’ - 6, бу=бу’ дм, де=д2’ 55, 


то вариации 6х’, ду’, 42’ сначала дадут три уравнения для движения центра 
тяжести, найденные в том же пункте. 
Тогда останется еще уравнение 


8 [ (5-Х) &-- (пу - У) бя-Ё (пе -- 2) 8 =0, 


Но если вращения 6%, д®, дФ отнести к осям координат $, м, © и учесть 
только эти вращения, то, как в пункте 7, мы будем иметь 


0Е ==Сбы-—\0Ф, дщ==6ф —(64, 09—10 — бо, 
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и три неопределенных вариации 0%, дю, бо дадут следующие три уравнения 


$ [т (у — 12) -ЕЕУ—тХ] =0, 
& [м (и —ЕР)-ЫСХ — ЕЙ =0, 
& [т (че — 4-61 —С У] ==0. 


Но х=ах’--&, у=—у’-т, г=г’-- С; следовательно, если подставить эти 
значения, вывести из под знака & величины 4’, У’, 2’, относящиеся исклю- 


чительно к центру тяжести, и принять во внимание, что в силу (9:01 (6:3 
центра тяжести мы имеем 


УЕ =0, Атм =0, 870 =0, 
то приведенные три уравнения примут следующий вид: 


$ [и (1 — 9 -НЕУ —тХ] =0, 
$ м Е—&) НХ — М = 0, 
$ [т (16 — 9—6] =0; 
последние уравнения соверщенно аналогичны уравнениям пр едыдущего 


пункта; в них координаты &, м, 6 имеют свое начало в центре тяжести, 


а скорости &, м, С тоже отнесены к этому центру. 

Таким образом в том случае, когда система свободна, уравнения, отно- 
сящиеся к какой-либо неподвижной точке, сохраняют силу и по отношению 
к центру тяжести этой системы. 

16. Уравнения, найденные нами выше для действия импульсов в пер- 
вое мгновение, сохраняют свою силу и для последующих мгновений — при 
условии, что никаких ускоряющих сил не существует, — если члены, зави- 
сящие от импульсов Л, У, 2, рассматривать как постоянные. В самом 


деле, так как х, 9, г представляют собою скорости, параллельные осям 
х, у, г, то мы имеем 


4х -=—=аь ач=уаь аг=24 


и уравнения пункта 9 переходят в следующие 


$ (2у — 92) = С, 
$ (25 -— 22) = В, 
Ут (2 — 2) = А, 
которые, будучи сопоставлены с уравнениями пункта 14, дают 
С=Ъ (уХ — У), В—=6(22—2Х), А=®(2У — 97). 


Таким образом мы получаем значения А, В, С, выраженные в перво- 
начальных импульсах, сообщенных каждому телу; легко видеть, что эти 
значения представляют собою не что иное, как суммы моментов этих 
импульсов по отношению Е осям х, у и 2. | 
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Сказанное имеет силу и для уравнений, относящихся к центру тяжести, 
как в этом можно убедиться, сравнив уравнения пункта 12 с уравнениями 
пункта 15. 

17. Если рассматривать только вращательные движения по отношению 


к трем осям координат 2, 9, 2 и обозначить через ф, ®, х скорости этих 


вращений, то вариации 85, 8у, 62 будут пропорциональны скоростям х, У, 2, 
вариации 6%, д, 6х будут одновременно пропорциональны скоростям 


$, в, ©; в этом случае формулы пункта 7 дадут 


2=г0— у» у=аФ— 2 2=ф— мо. 


Эти значения 7, 9, 2 являются только частями, зависящими от трех вра- 
шений; для того чтобы получить полные значения истинных скоростей 


д, 9, 2, следует еще прибавить те части их, которые зависят от изменения 
взаимного положения тел системы и которые не зависят от вращений. 
Но если система неизменяема, что бывает в случае всякого твердого 


тела любой формы, эти части скоростей равны нулю и значения х, 9, 2 сво- 
дятея просто к тем, которые мы дали выше. Следовательно, эти значения 
можно подставить в приведенные выше уравнения; выведя из под знака № 


величины $, ©, Ф и подставив элемент т вместо 9 (отд.`П, п. 7), мы для 
твердого тела любой формы получим следующие уравнения: 


о® (22-9?) рт —%&х2 От —®Зуг От = С, 
в © (22-| 2?) рт —$& ху рт —©Зуг От == В, 
$8 (02-27) Рт— 6 бу Рт — 252 Рт-— А. 


С помошью этих уравнений можно определить начальные скорости вра- 
щения \%, ®, х, вызванные импульсами Л, У, 2, приложенными к любым 
точкам тела, моменты которых по отношению к осям х, 9, г равны А, Б, С. 

Так как скорости вращения пропорциональны бесконечно малым углам, 
описанным одновременно соответствующими вращениями, то отсюда есле- 
дует, как мы Это уже доказали в первой части (отд. Ш, п. 11), что три 


скорости ®, ®, х складываются в единую скорость 0, величина которой со- 
ставляет 


= У -- 2-27; 


с этой скоростью тело фактически вращается вокруг мгновенной оси, обра- 
зуя с осями 2, у, 2 углы ^, и, у, величины которых равны 


ф и 
с =, 605р=^, 0608У=-^. 


9 0 0 


Таким образом приведенные выше три уравнения дают положение 
оси, вокруг которой тело вращается в первое мгновение, и скорость вра- 
шения вокруг этой оси. Эту ось называют меновенной осью вращения. 

18. В следующие мгновения тело в силу своей инерции будет про- 
должать вращаться, и найденные выше три уравнения будут еще сохра- 
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нять свою силу, если мы будем рассматривать в качестве постоянных 
члены, содержащие в себе силы импульса Л, У, #, как мы это видели 
в пункте ]6; однако величины ® (42 -- 2) От, ®ху)т, ... станут уже 
переменными в связи с изменением во время вращения координат х, у, 2. 

Но из этих уравнений вытекает интересное следствие, заключающееся 
в том, что в любое мгновение тело имеет такое же вращательное движе- 
ние, какое оно получило бы в это мгновение благодаря импульсу тех же 
самых сил, которые первоначально привели его в движение, если бы эти 
силы были приложены к нему таким образом, что они образовали бы те же 
моменты вокруг осей х, у, 2. 

Так как эти уравнения представляют собою не что иное, как общие 
уравнения пункта 16 для любой системы тел в применении к твердому 
телу любой формы, то отеюда следует, что если система, получившая 
первоначальные импульсы, залем под непрерывным взаимным действием 
тел превратится в неизменяемую или твердую систему, то те же уравнения 
будут еще оставаться в силе. Следовательно, твердое тело будет в любое 
мгновение иметь то же самое вращательное движение, какое оно получило 
бы под действием первоначальных импульсов, если бы последние были 
приложены к нему непосредственно и притом таким образом, что они обра- 
зовали бы те же самые моменты. 

Следовательно, и жидкая масса, которая первоначально была приве- 
дена в движение какими-либо силами, будучи затем предоставлена самой 
себе и превратившись, веледствие взаимного притяжения своих частей, 
в твердое тело, будет в любое мгновение иметь те же самые вращательные 
движения, какие ей сообщили бы первоначальные силы, если бы они 
совершенно таким же образом воздействовали на твердое тело. 

19. Три уравнения пункта 17 дают значения моментов 4, Б, С всех 
первоначальных сил, если известны мгновенное положение тела и три его 


вралкательные скорости %, ®; х по отношению к неподвижным осям ф, у, в, 


или результирующая скорость @ вокруг мгновенной оси вместе с углами 
^, и, у, образуемыми этой осью с неподвижными осями. т, у, 2; и обратно, 
если нам известны эти моменты, мы можем из них вывести значение ско- 
ростей вращения. 

Из этих уравнений также видно, что упомянутые моменты равны нулю, 
вогда скорости равны нулю; но если мы допустим, что моменты равны 
нулю, то отсюда еще не следует, что скорости вращения должны быть 
нулями. В самом деле, если мы положим 


А=0, В=0, (=0, 


то получим три линейных уравнения между $, ®, фх и тогда следует дока- 
зать, что эти три уравнения не могут существовать совместно, если 


не допустить, что 
Ф = 0, « —0,. ф = 0. 


Исключив два из этих неизвестных, мы получим одно уравнение, 
которое для значения третьего неизвестного даст нуль или любое число, 
но при условии 


В -- у) 2тх 9-2) рт х $ (у 29) рт = бар) ртх 
Хх №29 Рт)? -- 5 (22 -- 22) От Х (А 2г рт)? -- В (у? -- #2) рт Х 
х (Му? Пт) 28 хуШт ХХ “12 Шт х Вуг От, 
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и тогда следует доказать, что это условие невозможно выполнить, что, 
однако, представляется очень трудным *). Но дальше (п. 31) мы докажем, что 
в том случае, когда моменты равны нулю, всякое вращение исчезает. 

Отсюда мы можем прежде всего заключить, что система изолирован- 
ных точек или какая-либо жидкая масса ни в коем случае не может обра- 
зовать твердого тела, имеющего вращательное движение, если только 
первоначальные импульсы не были по крайней мере такими, что благодаря 
им мог возникнуть момент относительно оси, вокруг которой тело факти- 
чески вращается. 

20. С помощью преобразований, описанных в пункте 10, можно три 
уравнения пункта 17 превратить в подобные же уравнения, в которых 
величины х, у, г, 4, В, С будут замещены аналогичными величинами 
х’, у’, 2’, А’, В', С”. 

Обозначим через $’, ®’, ©’ скорости вращения по отношению в новым 
осям т’, У’, 2"; тогда мы также будем иметь 


да (еб у) @Ь 
ду’ = у’ = (х’5’ — 21”) ЧЕ 
де’ Ра (и — 27 5 аЬ 


$ помощью этих подетановок три первых уравнения пункта 10, если вме- 
сто 7п поставить От, перейдут в следующие: 


о’ ® (2? -- у?) рт— У 8х2’ рт —®'’Зу’г' Пт = 0", 
о’ 5 (22 -- 2) Рт— 9’ Уз’ Рт — 9’ Ву’е' Рт = В’, 
$8 (172-272) От — о’ & х’у' От — 9'82'2'От= А", 
в которых согласно тому же пункту мы будем иметь 
А’ = Аа-Р Ва’ Ох, 
В/ = дв В 07, 
С’ = Аз-- Вх’ -Е СТ". 


Эти уравнения обладают тем преимуществом, что положение осей вра- 
шения является здесь совершенно произвольным, так как оно зависит 
только от величин а, 68, 1, &’,..., & Та как они представляют собою линей- 
ные уравнения, то ничто не мешает хать этим осям от одного мгновения 
до другого различное положение и избрать их таким образом, чтобы они 
заняли определенное положение внутри тела и, следовательно, двигались бы 
вместе с последним в пространетве. Тогда величины 


в (2 у?) рт, ба’ Тт,... 


станут постоянными, но зато величины А’, ВБ’, С’ будут переменными — 


+) В конце настоящего тома помещено доказательство указанной теоремы, 
далеко не представляющее тех трудностей, какие, повидимому, ему был склонен 
приписать Лагранж. Бинэ (В1теф) уже давно опубликовал это доказательство 
в ВиПейи ае 1а 806166 рота ие. Прим. Бертрана 
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в силу изменчивости величин о, В, 1, “’,... В дальнейшем мы укажем 
прямые способы, с помошью которых можно получить эти уравнения, кото- 
рые оказываются очень полезными при разрешении проблемы враше- 
ния тел. 

21. Мы видели в пункте 16, что постоянные величины 4, ВБ, С выра- 
жают суммы моментов первоначальных импульсов, сообщенных телам 
относительно“ осей т, у, 2. Но легко доказать, что величины &, а’, и’ пред- 
ставляют собою косинусы углов, образуемых осью 2’ с осями х, у, г, что 
величины 8, В’, В” представляют собою косинусы ‘углов, образуемых осью 
У’ с теми же осями х, у, 2, и что величины 1, 1’, {” представляют собою 
косинусы углов, образуемых осью 2’ с теми же осями. Следовательно, 
согласно доказанному в первой части о сложении моментов (отд. ПТ, п. 16) 
три величины А’, ВБ’, С’ являются моментами тех же импульсов относительно 
осей 5’, у’, 2’, т. е. относительно осей вращения, неподвижно закреплен- 
ных в теле и движущихся в пространстве. Таким образом по отношению 
к этим осям можно применить те же заключения, к каким мы пришли 
в пункте 19. 


$ ТУ. Свойетва неподвижных осей вращения свободного тела 
любой формы. 


22. Мы сохраним для особой главы полное решение общей проблемы 
о вращении твердого тела любой формы; здесь мы исследуем лишь тот 
случай, когда мгновенная ось вращения остается неподвижной в простран- 
стве или по крайней мере остается всегда параллельной самой себе в то 
время, как тело движется поступательно, так как этот случай может 
быть легко разрешен с помощью формул предыдущего параграфа и так как 
он дает возможность установить изящные свойства тех осей, которые 
называют злавиыми или естественными осями вращения. 

Вернемся к основным уравнениям пункта 17; положим для краткости 
письма, 


1— % 22 От, р —= ® уг От, 
т = 97? От, 9 = & 2 От, 
п = ® 22 Дт, й = М ху рт 


и подставим вместо 4%, «, о соответетвукщие им значения 6 соз), 660$ в, 


6с05у, где 6 предетавляет собою скорость вращения вокруг мгновенной 
оси, образующей с осями х, у, 2 углы ^, и, у. Эти уравнения после деле- 


ния на 6 перейдут тогда в следующие 


(т —- п) с0$ ^. — # 03 — 9 в08 у = Е , 
9 

(1-- п) сои — воз ^ — Гсозу= В, 
0 
9. 


(1-- т) воз Уу— 90 С05 № — 1 воз = —. 
0 


23. Шесть величин [, т, м, [, 9, № являются переменными; продифе- 
ренцировав их, подставив вместо 4х, 4у, 4г выражения х 4 94 аи 
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затем вместо х, У, 2 их значения (см. упомянутый пункт), мы получим 


4—2 (9 60$ и — № 003 У) а 
дт — 9 (№603 у — Рсоз ^) 6 а 
дп = 2 (Ре03Х — 9 05 в) 6 4 
Ар = [(т — п) 0$ ^ -- д 605у — # в05 в] 6 46 
49 = [(% — А еозь-— 1 с0$Х — {05 у] 8 @& 
4% = [(1 — т) возу-+ Ге0зь — 9 с0$1] 8 а#. 
Эти шесть уравнений совместно с тремя уравнениями, приведенными 
в предыдущем пункте, содержат в себе общее решение; однако мы здесь 
раесмотрим только тот влучай, когда углы ^, и, у остаются неизменными, 


и тогда вопрос сведется к тому, чтобы выяснить, при каких условиях 
указанные величины могут быть постоянными. 


24. Для этой цели следует лишь три первых уравнения продиферен- 
цировать на основе указанного допущения и затем подставить значения 


диференциалов 41, 4т,...; тогда после деления на 6841 мы получим сле- 
дующие три уравнения 


Г (053 у — с032 4.) — 908 ^ с0з и -- # с0$ Х возу-- 


Аа 
63 а 


-- (п — 1) с0$ в воз у == — 


Г 03 Л с0з 9 (©0352 \ — 6032 у) — # с05 и в05У-- 


+ (и— 1 е03^ в0зу=—= — В. 
3 4 


р. 


— 1605 с05у -- 9 608 в 605у-- # (6052 № — е052 ^)) -- 


+ (— т) созлсозь = — © 


98 а 


Если эти три уравнения сложить, помножив предварительно первое 


из них на с03^, второе на ©0зь и третье на с0$у, то мы получим 
уравнение 


А воз Х- В воз» -- Свову 48 
63 4 


— 0, 
которое дает 
48 =0, или Асозх- Всозь---Ос0зу==0. 
Ниже (п. 38) мы увидим, что величина 
АФ-- Вор (6, 
представляющая собою то же, что 


(А созх-— Всозь -—- С е0$ У) 8, 


выражает живую силу тела, которая никогда не может быть равной нулю, 
если тело находится в движении. 
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Таким образом следует вообще допустить, что 48 =0 и, следова- 


тельно, что скорость вращения 6 является постоянной величиной. При этих 
условиях приведенные выше три уравнения сводятся к двум, дающим 
отношения 05), 05, 608%; а так как мы имеем 


052 ^. -- с052 в -- 6058 у =1, 


то указанных отношений достаточно для определения трех косинусов. 
25. Положим 

__ в03 № __ ©08У. 

—  в08Х ? —  в08^ 


тогда приведенные выше три уравнения, если принять во внимание, что, 
46 —=0, преобразуются к следующему виду: 
Г (и? — 52) — 95 Аи -Р (т — п) зи = 0, 
9(1— и?) — зи | 5-(п—Ии =0, 
й (52 — 1) -- дз — и а—т) $ =0. 
Последнее из этих уравнений` дает 


В — + @—тз 
4 — ————. 
Г— 4 


Если это значение подставить в первое уравнение или во второе, или. 
еще лучше, в сумму обоих этих уравнений, предварительно помножив одно. 


из них на 9, а другое ва |, —с целью исключения члена, содержажщего- 
и, — то мы получим 


[9% (т — т) Г (92—12) 3 
-- 9@—1т) (и — п) -- № (в — 1-5 т) + 9 — 28] 
--Га—т) (п — в) 5 9й ®—2т 50-Е РГ - 8—9) 
Е п) 9—9) =0. 


Это уравнение, будучи третьей степени, необходимо имеет один веще- 
ственный корень; таким образом мы обязательно будем иметь одно значе- 
ние $ и соответствующее ему значение и, с помошью которых можно 
будет определить положение постоянной оси раввомерного вращения. 
Но так как это определение зависит от величин [, т, п, р, д, №, изменяю- 
шихся со временем $, следует еще доказать, что изменчивость указанных 
величин совершенно не влияет на значение двух величин $ И и. 

26. Для того чтобы это осуществить, назовем Р, ©, А первые члены 
трех уравнений пункта 22; тогда первые члены уравнения пункта 24 

АР 46) АЕ 
примут вид ——, ——^, —— 
9 а 9 а 9 а: 
4т,... поставлены их значения. Но легко видеть, что после проведения 
указанных подстановок мы получим 


АР= (В с0зь — 0 6055) 8 4 
40 = (Реозу— В с0з №) 6 4& 
4В = (0 в05^ — Ре0зв) 6 94. 


‚ причем предполагается, что вместо 41, 
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Из этих уравнений, в которых ^, в, уи 0 — постоянные величины, легко 
АР Ч ав 
видеть, что если значения =, <, —: равны нулю, когда $ равно нулю 
. . Р 40 @8В 

или какой-нибуль заданной величине, то и значения =. ав, ав, 

‚а, также ФР ФФ СВ 

| аз’ ав’ ав 

Для того же значения {. 
Но на основании теоремы Тэйлора мы знаем, что когда { переходит 


АР 
в РР, то значение функции —2 одновременно переходит в 


И так далее до бесконечности тоже равны нулю 


аР | 4Р,, 1 ФР, 1 @Р,, 
а Клава Рава Г... 


АР ЯР 
Следовательно, если —— —=0, когда # ==0, то мы веегда имеем — =0, 


Е 
каково бы ни было значение Г. То же самое относится и к значениям 
49 „ ав 
Е Ч ° 


преоб аР 0 9% 0 —— —0 
реобразованными уравнениями —, ==0, -„-=0, -з, ==0, имеют силу в ка- 
кое-либо мгновение, то они сохраняют силу и для любого времени & — 
если только допустить, что $ и %— постоянные величины. Следовательно, 
значения указанных величин будут независимы от изменчивости величин 
, т, п, [, 9, В. Таким образом достаточно будет определить значения 
этих последних величин для любого положения тела по отношению к непо- 
движным осям т, у, г, чтобы получить значения величин $ и и, опреде- 
ляющих положение оси вращения, которая должна оставаться неподвиж- 
ной в пространстве, или, во всяком случае, всегда параллельной самой 
себе, когда тело находится в поступалельном движении. 

А так как эта ось в силу своей природы в течение некоторого мгно- 
вения неподвижна внутри тела, поскольку последнее согласно допущению. 
должно вращаться около этой оси, то отсюда следует, что она должна 
всегда оставаться неподвижной; ведь ясно, что если бы в следующее 
мгновение она изменила свое положение в теле, то она необходимо изме- 
нила бы и свое положение в пространстве, что, однако, противоречит при- 
нятому допущению. 

27. После того как определено положение этой оси в пространстве, 
ничто не мешает нам допустить, что она совпадает с осью х, положение 
которой произвольно. 

Можно, таким образом, допустить, что ^ равняется нулю, и, следова- 
тельно, что с0з^ =1, что даст нам 


3=0, и==0. 


Отсюда с помощью уравнений пункта 25 мы находим 

9=0, й=0. 
Таким образом рассматриваемая ось обладает тем свойством, что если ее 
принять в качестве оси х, то значения обоих интегралов ®ху Пт, А тг От 


(п. 22) становятся равными нулю. 
Допустим теперь, что в наших формулах 


д = 0, й — 0, 
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ий обозначим через /’, Г, т’, п’ то, что в данном случае получается из 
величин |, р, т, п. Это допущение прежде всего дает 


8=0, %=—0, 


т. е. приведенный выше случай. Далее, для $ и и оно дает бесконечные 
значения, а следовательно, 


05 =0, Х=90°; 


это значение соответствует остальным двум корням уравнения третьей 
степени относительно $ и, следовательно, соответствует положению двух 
других осей. Но первое из уравнений относительно $ и % (п. 25), если 
ди й равны нулю, переходят в 


Е” (42 — $2) (т’— п’) зи =0, 
а если вместо $ и и подетавить их значения, то мы получим 
Г’ (с032 у --- 052 в.) Е (т’ — я’) 08 № 605 у==0; 


если в выражении 
032 \. —- 03? в, -- 605 у =] 


мы положим 0$ Х =0, то мы будем иметь 
608 У —= | 1 — с0532 и = ть, 


и приведенное выше уравнение сведется к следующему 
2! 


1 90° ди, =—= 
бал 2 т — п’ 


2 
дающему для угла в два значения, из которых одно больше другого на 90°. 
Итак, если ось х мы выбрали на первой оси вращения, то две других 
оси равномерного вращения будут лежать в плоскости уг и образуют с 
осъю у углы в и в 90°. Таким образом три оси вращения будут, напо- 
добие осям координат, между собою взаимно перпендикулярны. Следова- 
тельно, эти последние две оси можно будет тоже принять в качестве осей 
у и 2; тогда мы будем иметь и —=0 и стало быть [’==0; поэтому и значе- 
ние интеграла ® 92 От тоже будет равно вулю. 


28. Итак, у каждого твердого тела, какова бы ни была его форма 
и структура, существуют по отношению к любой точке этого тела три 
взаимно перпендикулярных оси, пересекающиеся в этой точке, вокруг ко- 
торых тело может вращатьея свободно и равномерно; эти три оси опре- 
деляются с помощью следующих условий 


ЭхуОт==0, \22От==0, уг От ==0, 


при этом предполагается, что указанные оси приняты в качестве осей 
координат д, у, 2. 

Если эти оси проходят через центр тяжести тела, то согласно Эйлеру, 
которому мы обязаны их открытием, их называют главными осями; их 
называют также естественными осями вращения или вообще главными 


осями, независимо от того, проходят ли они через центр тяжести или нет. 
29. Если положить 
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что имеет место по отношению к трем главным осям, то с помощью урав- 
нений пункта 23 мы также получим 


откуда ясно, что в данном случае величины [, т, п имеют наибольшие 
или наименьшие значения. Для того чтобы получить возможность решить, 
имеем ли мы здесь дело с максимумами или минимумачи, следует лишь 


фр ат 42%. в 
определить значения +5, › де); В силу постоянства 0 мы найдем 
(1 о 2 2, 
а = 2 (п — 1) с052 и — (1— т) с0$2 у] | 
4? . 
— —2 [(1— т) с05у — (т — ”) со5? ^] 62, 
т 2) р воз? 5] 62 
18 ==2 [(т — п) с082 \ — (и — 1) 03? 8] 62. 


92 
Следовательно, если [> т, тп, то значение 22 всегда будет отрица- 
2п, р] 
тельным, значение = всегда будет положительным, & значение 2 Может 
быть положительным или отрицательным; таким образом { всегда будет 


максимумом, я — минимумом, а т не будет ни тем, ни другим. Вроме того, 


42 фт 
мы ВИДИМ, Что 5 будет всегда иметь отрицательное значение, 


& ив -= будет всегда иметь положительное значение; таким образом 
величина [-- 7 будет всегда максимумом, а т -- п — минимумом. 

Величины [—т, [п т--п, выражающие суммы произведений 
каждой частицы тела на квадрат ее расстояния от трех осей х, у, г, на- 
зываются, по Эйлеру, моментами инерции тела по отношению к этим 
осям; они являются для вращательного движения тем же, чем для посту- 
пательного движения являются простые массы, так как именно на эти 
моменты следует делить моменты сил импульса, чтобы получить скорости 
вращения вокруг тех же осей. 

Путем рассмотрения наибольших и наименьших моментов инерции 
Эйлер и нашел главные оси; в настоящее время их обычно определяют 
® помощью трех условий 


У“хуДт=0, \:х2ПОт=0, Зу2 От =0. 
30. Так как на основании анализа, изложенного в пункте 27, мы 
вполне уверены, что уравнение относительно $ (п. 25) имеет три веще- 


ственных корня, то их всегда можно легко найти, если упомянутое урав- 
нение, отбросивши второй его член, сравнить с извествым уравнением 


13 — 372% — 273 05 Ф = 0, 


имеющим следующие три корня 


2" с03—, — 2% 003 (6°-- +), — 21 603 (60°). 


Таким образом мы получим три значения $, которые мы обозначим через 
5, 5', 5", И соответствующие значе ия и, %'’, и”. Если, далее, мы обозвачим 


через Л. Л^” Л” тглы., образуемые тремя главными осями с осью т. через 
р ,^, углы, , 


14 Зак. 254. — Аналитическая механика. 
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и, №’, и” углы, образуемые ими с осью у, и через у, у’, у’ углы, образуемые 
ИМИ © осью 2, то на основании п. 24 и 25, мы получим 


1 
608 А — ——, 
У те и 
О И 
ВИ 
Уте-и ° 


аналогичные выражения мы также получим, если снабдим буквы ^, в, у, 
$, и одним или двумя штрихами. Таким образом определение трех главных 
осей может быть с помощью этих формул легко осуществлено для всякого 
твердого тела любой формы, однородного или неоднородного, если только. 
нам известно значение величин [, 4, й, р, т, п относительно неподвижных 
осей х, у, 2 для какого-нибудь заданного положения тела. 

Если приведенные значения с03), с0зи, с0$у подетавить в три урав-. 
нения пункта 22, то мы получим значения моментов 4, В, С, необходимых 
для приведения во вращение с постоянной заданной скоростью @ тела во- 
круг неподвижной в пространстве оси, положение которой задано теми 
же углами ^, в, у и которая одновременно будет одной из главных осей 
тела, если для $ и и взять один из трех корней уравнения относительно 
$ [2%]. 

31. Так кав указанные оси всегда взаимно перпендикулярны, то 
в формулах пункта 20 их можно взять в качестве осей 2’, у’, г’. В силу 
природы указанных осей мы, таким образом, будем иметь 


Ух’ От ==0, \т’г’От=0, Зу2’О)т=0; 
а если положить 
Р—=\х?От т’=$у?От, т = Мат, 
то три уравнения упомянутого выше пункта получат следующий простой 
ВИД: 
(У А’ 
(Р-Н т’) ®' = В’, 
(И) =С'; 


из этих уравнений мы тотчас же получаем скорости вращения %’, в’, 2’ 
вокруг трех главных осей. 


Здесь будет как раз уместно доказать предложение, упомянутое нами 
в пункте 19. В самом деле, если положить 


А=0, В=0, (=0, 
то мы будем также иметь (п. 20) 


А’—=0, В’=0, С’==0, 


следовательно, приведенные выше уравнения дадут 


У =0, в’ =0, ©9’=0, 


О 
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так как для тела трех измерений величины [, т, ® никогда не могут быть 
равны нулю. Отсюда мы должны сделать вывод, что если первоначальные 
моменты равны нулю, то никакое вращательное движение невозможно. 
Если из трех моментов А’, В’, С’ какие-либо два, например, В’ и С’ 
равны нулю, что бывает в том случае, когда импульс происходит в пло- 


скости У’2’, то две скорости вращения о, © тоже равны нулю, и тело дви- 
жется вокруг главной оси х’ со скоростью +’. Но воглаено формуле пункта 


20 мы имеем 
А”? —- Б” — (72 — АЗ Б®-- (?, 


в силу основных уравнений между величинами а, В, 1, 


а’... следова- 
тельно, если мы положим 

В’ =0, С’=0, 
то мы будем иметь 


= Уз В©, 


таким образом А” будет величиной постоянной; поэтому согласно первому 
уравнению скорость Ф’ тоже будет лостоянной. 
39. Что касаегся значений Г’, т’, п’, то их легко вывести из значений 


, т, п, [, 9,1, так как в силу условных уравнений (часть Г, отд. Ш, п. 10) 
выражения для х, У, 2 через х’, у’, 2’ обратно дадут 


д’ ==а-ау-Р а’, 
уве РУ, 
г’ =ща-Н тут“. 


Но если оси =’, У’, 2’ взять в качестве главных осей, то на основании 
пункта 21 легко видеть, что величины а, а’, а’ будут тождественны 
с с08^, с05щ, 60$ У, что точно так же 3, В’, В" будут тождественны с соя ^', 
0$ и’, 605 у’ и |, {’, ’—с 60$ №", ©08 в и, 603 У" 


7 


Если подставить приведенные выше значения этих косинусов (п. 20), 
то мы получим 


д’ — Вии _ 
‚_ м зу-и2 
Уи” 
и зу -- и” 
УБЕ" 


Возведем эти выражения во вторую степень и проинтегрируем, предвари- 
тельно помножив их на /)7; тогда мы получим 


НЕ Е -Е 281 р м9 28° 
1-Е 
р 5/2 т ии 2-2 д-р 
РЕ 
р Ея т Зи 257 29 т 25° 
ЕН т 


71” — 


14* 
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Определение главных осей различных тел можно найти в большинстве 
курсов механики; у тел, имеющих симметричную форму, осью фигуры всегда, 
является одна из главных осей; две другие можно затем найти с помощью 
формулы пункта 27. 


$ У. Свойства, евязанные с живой силой. 


33. Вообще говоря, как бы ни были расположены или связаны друг 
с другом различные тела, образующие систему, если только это распре- 
деление не зависит от времени, т. е. если условные уравнения между 
координатами различных тел совершенно не содержат переменной $, ясно, 
что в общей формуле динамики всегда можно приравнять вариации 6х, бу, 
62 диференциалам 4х, ау, 42, выражающим пути, фактически пройденные 
телом за мгновение 4+, в то время как вариации 02, бу, 02 должны выра- 
жать некоторые пути, которые могли бы быть пройдены телами за то же 
мгновение, если принять во внимание взаимное расположение этих тел. 

Подобное допущение является частным и может, следовательно, дать 
только одно уравнение; но так как оно не зависит от формы системы, то 
оно обладает тем преимуществом, что оно дает общее уравнение для дви- 
жения любой системы. 

Следовательно, если в общую формулу пункта 5 (предыд. отд.) вместо 
вариаций 8х, ду, 6» подставить диференциалы 4х, 4), 42, а стало быть 
и вместо вариаций 89, 84, 8",..., зависящих от 0х, ду, 62,..., подетавить 
диференциалы ар, 94, 47,..., то мы получим еледующее общее уравнение, 
имеющее силу для любой системы тел: 


и 4? 4? 
Эт (р Че д ауле 92-5 Р-- оч...) =0. 


34. В том случае, когда величина 


Рарто аа Ва--... 


поддается интегрированию, что имеет место, когда силы Р, ©, В,... на- 
правлены к неподвижным центрам или к телам той же системы, и явля- 
ютея функциями расстояний р, 0, 7,..., мы можем, положивши 


Рарт 90 44- Ва’-+...==а1, 


привести указанное выше уравнение в следующему виду: 


т (2 ах -- Фу ду 


последнее уравнение после интегрирования дает 


1 2 ар | а? _ 
Эт [9 (ее -Наж) + п] =; 


где Н обозначает произвольную постоянную, равную по своей величине 
первому члену уравнения в заданное мгновение. 

Последнее уравнение содэржит в себе принцип, известный под на- 
званием принципа сотранения живых сил. В самом деле, так как 427? -- 
—- 4у?-- 42? представляют собою квадрат пути, проходимого телом в тече- 
ние мгновения &@, то 


42? | 9? .2 


ат Гав Гав 
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будет квадратом его скорости, а 
452 , 4? =) 
т (а-я 
его живой силой. Следовательно, 
да? ар | а2? 
Эт (= +=) 
представит сумму живых сил всех тел или живую силу всей системы; из 
рассматриваемого уравнения видно, что эта живая сила равна величине 


2Н— 251, 


зависящей просто от усвкоряющих сил, действующих на тела, и нисколько 
не зависящей от их взаимных связей; таким образом живая сила системы 
в любое мгновение равна той живой силе, которой обладали бы тела, если 
бы, находясь под действием тех же сил, каждое из них двигалось свободно 
по описанной им линии. Поэтому указанное свойство движения и получило 
название сохранения живых сил. 

35. Приведенный принцип имеет место и в том случае, если движе- 
ние тел отнести в их центру тяжести; в самом деле, если, как раньше 
(п. 3), обозначить через х’, у’, 2’ три координаты центра тяжести и поло- 


ЖИТЬ 
аа’-РЬ У-У-Ь 2-6 


то координаты & т, С будут иметь свое начало в центре тяжести. Тогда 
мы получим 


1 4 | 9 | а2\ _ ди’? ау? | а2? 
а Вт т (зе Тая + 3 (ая т вв ав Г и и 
4? | ат? ‚ а? 4х ду! 42’ & 
--—>- В т (зе -- а +=) На т За Эт -Н а Эт а‘ 
В силу природы центра тяжести мы имеем (см. упомянутый пункт) 


Зи“ —0, Эт — 0, Ут 0. 


Следовательно, если мы приведенное уравнение продиференцируем и вычтем 
из уравнения, ванното в пункте 35, то мы получим 


(‘ха о а - а 42") Вт -- Вт (а ав &)- 
аа 
Вместо 


Рар-- 9 494а--вВ4-... 
подставим эквивалентную. величину 


Хх ах-- Уау-- 7 а2 


и вместо ах, ду, 42 подетавим значения 4’ -|- 4, ду’ -|- ат, 42’ Е 45; тогда, 
в силу диференциальных уравнений пункта 3, последнее уравнение примет 
следующий вид: 


бт (а --т--Е)- 8т С -- У 2490, 
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аналогичный уравнению пункта 33; однако здесь величина 
Х%&-- Ум 24% 


будет поддаваться интегрированию только в том случае, когда силы будут 
действовать по направлению тел самой системы и будут пропорциональны 
функциям расстояний. В этом случае мы будем иметь 


1 а? ат а4?\_ 
58" (тж) =Н, 


уравнение, содержащее в себе сохранение живых сил относительно центра 
тяжести [26]. 

36. Впрочем, условия для принципа живых сил не аналогичны уело- 
виям для принципов центра тяжести и площадей; последние имеют место 
независимо от тех действий, которые тела системы могут проявить друг по 
отношению к другу, даже в том случае, когда тела взаимно сталкиваются, — 
так как все внутренние силы исчезают из уравнений, выражающих оба эти 
принципа. 

Уравнение сохранения живых сил содержит в себе все члены, обязанные 
своим происхождением как внешним, так и внутренним силам: оно не 
зависит только от действия тел, вызванного их взаимной связью. Этот 
принцип имеет место и при движении неупругих жидкостей, если последние 
образуют сплошную массу и между их частями не происходит никаких 
столкновений. В том случае, когда величина юивых сил после столкно- 
вения упругих тел имеет то же значение, что и до столкновения, считают, 
что и тела после столкновения вернулись в то состояние, в каком они 


были до удара; таким образом члены [ Р4р выражения П, которые проис- 


ходят от сил Р, обязанных своим происхождением упругости тела, и зна- 
чевие которых бывает максимальным, когда сжатие достигает наивыешей 
степени, — затем во время возвращения к первоначальному состоянию равно- 
мерно убывают и к концу столкновения становятся равными нулю. Только 
при этом допущении сохранение живых сил может иметь место и при 
столкновении упругих тел. 

Во всех прочих случаях, когда происходят внезапные изменения в ско- 
ростях некоторых тел системы, общая сумма живой силы уменьшается на 
величину тех живых сил, которые могли вызвать эти изменения; указанная 
величина может быть всегда измерена суммой масс, умноженных на квадраты 
скоростей, которые были этими массами потеряны или могли считаться 
потерянными при внезапных измевениях реальных скоростей тел. Такова 
теорема, найденная Карно (Сатпоё) для удара твердых тел. 

37. В уравнении пункта 11 предыдущего отдела можно тоже допустить, 


что вариации дх, 6, 42 пропорциональны скоростям х, 9, 2, полученным 
телом благодаря импульсу. В таком случае мы будем иметь уравнение 


$ [2% (22 -- у?- 28) -- Хз-- Уу-- 2 =0, 


в котором часть & т (22-1 у?-- 2?) выражает живую силу всей системы. 

Если это уравнение соединить с тремя уравнениями пункта 14, то 
мы получим свойство максимумов и минимумов по отношению к линии, 
вокруг которой система врашается в первое мгновение, когда она получила 
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какой-либо импульс; эту линию можно также назвать меновенной осью 
вращения. 


Если мы обозначим через а, В, | те части скоростей х, у, 2, которые 
зависят от изменения взаимного расположения тел системы *) и если мы 
их прибавим к тем скоростям, которые получаются в результате вращений 


(п. 17), то мы получим полные значения т, 1, 2, которые выразятся еле- 
дующим образом 


о-в, 2=ф — ж® 1. 


р—2Ф—уф--а, у=2 


Предположим теперь, что мы продиференцировали эти значения, рас- 


<матривая при этом в качестве переменных только %, ®, $, И что эти ди- 
ференциалы обозначили с помощью символа 6 **); тогда мы получим 


57—20 — 8, 51—80 — 284, 82=у88 — 280. 


Если три уравнения пункта 14 помножить соответственно на 6%, де, 4 и 
сложить вместе, а затем подвести под знак интеграла № диференциалы 


*) Указанные величины о, В и 1 не являются достаточно определенными. Дей- 
ствительно, каково бы ни было смещение системы, изменяющейся по своему виду, 
его всегда можно рассматривать как результирующее некоторого произвольночо 
движения, сообщенного отвердевшей системе, и затем второго движения, вызы- 
вающего изменение взаимного расположения рассматриваемых точек. Неопределен- 
ность, величин а, Ви 1 делает настоящий пункт 37 крайне неясным. Я должен о0- 
знаться, что не был в состоянии понять ход мыслей Лагранжа и не мог вложить 
какой-Либо точный смысл в теорему, которой заканчивается этот параграф. Поэтому 
приведенные ниже примечания относятся только к случаю твердой системы. 

Прим. Бертрана. 

Вполне присоединяясь к приведенным выше замечаниям, мы предлагаем сле- 

дующее толкование вывода, полученного Леранжем: если в формулах, дающих 


значения 2, у, 2, мы будем рассматривать а, В, 1 как заданные функции х,, 9, 2, 


а, «, $, Ф— как произвольные переменные, то это приведет к рассмотрению всех 
движений системы, при которых деформация к концу бесконечно малого проме- 
жутка времени останется одной и той же; ибо, если, например, определить произ- 
водную расстояния двух точек системы по времени, то можно легко установить, 


что эта производная совершенно не зависит от произвольных величии ®, $, Ф и, 
следовательно, сохраняет одну и ту же величину, когда эти произвольные величины 
принимают любые возможные значения. Стало быть теорема Лагранжа может быть 
выражена следующим образом. 

Если движение, получаемое системой под действием заданных импульсов, сравнить 
©0 всеми движениями, при которых деформация к концу бесконечно малоло промежутка 
времени оставалась бы неизменной, то живая сила, приобретенная системой при 
естественном движении, будет всезда максимумом или минимумом. 

Сверх того из доказательства, данного Бертраном в дальнейшем примечании, 
следует, что эта живая сила всезда будет максимумом. 

Предложение Лагранжа содержится, впрочем, как частный случай в весьма 
общей теореме, которой мы обязаны Штурму (5агт); изложение этой теоремы 
можно найти в статье, помещенной в Сошрёез гепдаз 4е ГАса46пйе дез ЯЗ‹епсез, 
том ХШШ, стр. 1045, а доказательство — в посмертном мемуаре Штурма, опублико- 
ванном Пруэ (РгопВе$ф) (См. Эбагт, Гесопз 4е М6сап1аче, $. П). Прим. Дарбу. 


© 


*°) Указанные вариации, выраженные символом 6, относятся к изменениям, 
испытываемым скоростями вследствие введения новых связей, причем движущие 
еилы остаются неизменными. Так, например, в случае твердого тела вариации 8 
мегут возникнуть вследствие введения в систему неподвижной оси. Прим. Бертрана. 
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0%, 0%, 54, являющиеся общими для всех тел, то путем подстановки при- 
веденвых выше значевий мы получим у 


8 [2 (х35-Рубу 282) - Ха -- Уёу-+ 782] =0. 


Но найденное нами выше уравнение живой силы, будучи продиференциро- 
вано в смысле символа 6*), дает 


& [2% (2 85 РР узу-- 282) Х5д-- Узу- 782] =0. 


Таким образом путем сравнения последних двух уравнений мы получаем 


& т (285 Губу-- 282) =0 
и, следовательно, 


Вт (22 у?-- 22) =0; 


из последнего видно, что живая сила, приобретенная системой в результате 
импульса, является всегда максимумом или минимумом **) по отношению 
к вращевиям вокруг трех осей; а так как эти три вращения складываются 
в единое вращевие вокруг мгновений оси, то отсюда следует, что поло- 
жение этой оси таково, что живая сила всей системы по отношению к этой 
же оси является наименьшей или наибольшей. 

Эйлер доказал указанное свойство мгновенной оси вращения для 
твердых тел любой формы; из приведенного выше анализа видно, что оно 
является общим свойством для всякой системы тел, как связанных между 
собою, так и не связанных, — когда эти тела получают какие-нибудь 
импульсы. 

38. Когда система представляет собою твердое тело, способное сво- 
бодно вращаться вокруг точки и не находящееся под действием какой- 
либо ускоряющей силы, то из сочетания уравнения живых сил с уравне- 
нием площадей можно вывести отношение, достойное быть отмеченным 
благодаря своей простоте, которое, насколько я знаю, до сих пор еще не 


® ®- ® 


было отмечено, —а именно, отношение между скоростями вращения $, ®, © 


> 


*) Если допустить, что вариации, обозначенные через 8, являются конечными,. 
то путем диференцирования уравнения живых сил мы получим 


8 {2 (252 - убу + 232) м [ (82)? - (89) - (82)2] -- Ха УЗУ-ИЫ } =0, 


а если продолжить это рассуждение, приняв во внимание новые члены, введенные 
благодаря указанному допущению, то мы найдем 


би (21-2) = — 5м [ (62)? (89 - 62) |. 


Отсюда видно, что приращение живых сил является отрицательным и равно сумме 
живых сил, связанных со скоростями, потерянными различными точками. 


Прим. Бертрана. 
%*) Из предшествующего примечания следует, что она всегда бывает макси- 


мумом. Это было впервые установлено Делонэ (Ре]аппау), который доказал его 
совершенно иным путем (Лопгпа] 4е ТлоцуШе, 1-те Зеще, $. У, р. 255). 


Прим. Бертрана. 
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вокруг трех неподвижных осей координат х, у, г. В этом случае мы имеем 
проето (п. 17) 


4х = х @ = (2® — у) &, 
4у = у @& = (2$ — 24) 
42 —=2 @& == (уф — хо) 4. 


Если три последних уравнения пункта 9 сложить, помножив их соответ-- 


ственио на о, <, $, подвести эти величины под знак м И подетавить. 


ах ау 42 


22 и›` ВМесто их значений, то мы получим 


) = 4ф- Ве -- $ 


4? | 44? , а 


т т (зе 432 Тая а? Тая а? 


но уравнение п. 34 при П=0 дает 
1 4 4? —__ 
587 (ав Гав Чая) = Н. 
Таким образом мы имеем 
4% -- Во-- 0Ф=2Н, 


где А, В, С являются моментами первоначальных импульсов, а Н пред- 
ставляет собою произвольную постоянную, которая необходимо должна быть 
положительной. 

Если в этом уравнении вместо 4, В, С подставить выражения пункта 11 


1С', 1’С”, {”С’ 
или (” с031, С” созт, С’ созя, а вместо %, ®, х значения пункта 17 


9 с05^, 0с05м, 0603у, 
то мы получим 
ке 2Н 
0 (0$ 7008 Х -[- с08 7 с08 № -- 608 # 608) = я. 
В этой формуле 2, т, и представляют собою углы, образуемые осью, перпен- 
дикулярной к неизменной плоскости, с веподвижными осями д, У, 2, & ^, 
„, у представляют собою углы, образуемые с теми же осями мгновенной 


осью сложного вращения, скорость которого равна 6. Таким образом, если 
мы обозначим через с угол, образуемый мгновенной осью вращения с осью, 
перпендикулярной к неизменной плоскости, то с помощью известной фор-. 
мулы мы получим 


605 < —= 08 [60$ ^ -|- ©0$ 2% с0$ №. -- 60$ ® е0$ у 


: 2Н 2Н - 
и, следовательно, 96086 =, где величина „, является постоянной, зави- 


сящей от начального состояния; отсюда получается независимое от формы 
тела отношение между фактической скоростью вращения в каждое мгно- 
вение и положением оси вращения по отношению к неизменной плоскости.. 
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Впрочем, если плоскость 29 выбрать таким образом, чтобы она прошла 
через центр тела и через прямую, по направлевию которой произошел 
импульс, то постоянные величины 4 и В будут равны вулю (п. 16) и 
найденное выше общее уравнение сведется к следующему 


Со =2Н; 


из последнего видео, что скорость вращения по отношению к оси в, т. е. 
параллельно плоскости импульса, остается всегда неизменной. 


$ УГ. Свойетва, касающиеся наименьшего действия. 


39. Рассмотрим теперь четвертый принцип, а именно принцип нац- 
меньшего действия. 

Если мы обозначим через и ‚скорость каждого тела т системы, то мы 
‘будем иметь 


да? 4? 
2 — 
= ав Нав’ 
и уравнение живых сил (п. 84) примет следующий вид: 
142 
ЪУ ( 5 ПП ) = 


если последнее выражение продиференцировать в смысле символа 6, то оно 
даст 
Уж (и би 61) =0. 


Но так как П является функцией р, 4, 7,..., то мы имеем 


оП = Рёр-- 98а-- Нб"-.. 
Ут (Р5р--9089-— Е...) = —тиби. 


‘Это уравнение всегда будет иметь место, если 
Рар-Р 04а Ваи--. 


представляет собою интегрируемую величину и если связь между телами 
не зависит от времени; оно перестает быть верным, когда одно из приве- 
денных условий не выполнено. 

Если указанное выше выражение теперь подставить в общую формулу 
динамики (п. 5 отд. 11), то последняя примет следующий вид: 


Таким образом 


Чу 


02 
№ (28 х-- аа би = 52 — иди) == 0. 
Но 
4х 6х --- Ру бу-—- 4224: =4(4х6%--4у8у- 4282) — ах 481 — ду бу — аг 48а. 
Так как символы и 6 выражают совершенно независимые друг от друга 


диференциалы или вариации, то величины 48%, 469, 452 должны пред- 
ставлять собою то же самое, что и 64; 84у, 84г. Сверх того ясно, что 


4% 54 -- ду вау + 4г 842 = 5-8 (аа? -|- ду?-| а2?). 
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Таким образом мы имеем 
1 о 
4х 0х —— 4?у ду -- 4220г = 4 (4 6х -- 4убу- 4202) — —- 6 (422-- 44?-Р аг”). 


Пусть $ представляет собою пространство или дугу, описанную телом 
7% за время #; тогда мы имеем 


ата с ра 0$ 
4; = У ал?-Р ау?- 42, = >. 
Следовательно, 
42 5х —- 4?у ву -— 422682 =4 (4х 6х | дубу -- 42 г) — 43843 
и отеюда р р р 
2% Ру Фг; __ (425% -- аубу -- 4252) о 04$ 
ав 8? Гав Рав = ао. 


В силу этого рассматриваемая общая формула примет следующий вид: 


4 (4% 5х -- ау бу + а25г) 045 
т [ЕН нЕия Е — 2. — 6 — 0, 


. 45 
или, если все члены помножить на постоянный элемент = и принять 
во внимание, что #6 4$ — 4$ ди —=0 (и 4$), 


5 (и 45) | 0. 


Так как зна интеграла ® не связан со знаками диференциалов 4 и 5, 


можно последние поставить впереди первого, в результате чего приведен- 
ное уравнение примет следующий вид: 


[и [и 
48т (3. 52-9 ди -- 


Проинтегрируем это уравнение по отношению к знаку диференциала 4 
и обозначим это интегрирование с помощью обычного знака интеграла Г 
тогда мы получим 


а а (2 © 
р ут (2 2 -|- =; У 52) — | ЗВ ти 45 — сот. 


Но знак Г в выражении 


а 
те 52) — 8 ти 48 = 0. 


) 


[3 ти 45 


‘может относиться только в переменным и и 5 и не находится ни в какой 
связи со знаками ® и 8; поэтому ясно, что указанное выражение тожде- 
ственно со следующим 


5 [№95 


если предположим, что в тех точках, где начинается интегрирование | и 45 
мы имеем 


0—0, 06у=0, 02==0, 


то произвольная постоянная должна равняться нулю, так как в этих точ- 
ках левая часть уравнения должна обратиться в нуль. 
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Таким образом в этих случаях мы будем иметь 
а а 42 
бт [из = Вт (5. 0% -- ЗУ 82. 


Следовательно, если сверх того мы предположим, что вариации дх, 
бу, 62 должны равняться нулю и в тех точках, где интегрирование Г 4 4$ 
кончается, то мы получим просто 


58т [и 4—0, 


т. е. вариация велячины & 7 Г и 43 будет равна нулю; таким образом эта 


последняя величина будет максимумом или минимумом. 

Итак, отсюда вытекает следующая общая теорема. 

При движении людой системы тел, находящихся под действием: 
взаимных сил притяжения, или сил, направленных в неподвижным цен- 
трам и пропорциональных паким-лидо функциям расстояний, кривые, 
описываемые различными телами, а равно их скорости необходимо та- 
ховы, что сумма произведений ‘отдельных масс на интеграл скорости, 
умноженной на элемент кривой, является максимумом или минимумом — 
при условии, что первые ч последние точки каждой вривой рассматри- 
воются как наперед заданные, так что варчации координат соответ- 
ствующих этим точкам, равны нулю. 

Такова теорема, которую под названием принципа наименьшего дей- 
ствия мы упомянули в конце первого отдела»). 

40..Однако приведенная теорема не только содержит в себе интерес- 
ное свойство движения тел, но может также послужить для определения 


этого движения. В самом деле, так как выражение Эт | и 4з должно быть ма- 


ксимумом или минимумом, остается только, пользуясь методом вариаций, 
выяснить условия, при которых она ‘может принять указанные выше зна- 
чения; если применить общее уравнение сохранения живых сил, то мы 
всегда найдем все уравнения, необходимые для определения движения 
каждого тела. Действительно, для существования максимума или минимума 
необходимо, чтобы вариация была равна нулю; следовательно, мы будем 
иметь 


Вт | и48=0; 


отсюда, проделав приведенные выше операции в обратном порядке, мы. 
найдем ту общую формулу, из которой мы исходили. 


*) Интеграл би [м 45 оказывается максимумом или минимумом, если его сра- 


внить с аналогичными интегралами, относящимися ко всякому другому движению. 
системы, которое было бы вызвано теми же силами и при котором, несмотря на 
введение новых связей, допускающих существование принципа живых сил, началь- 
ные и конечные положения оставались бы одними и теми же. Возможно, что это 
заключение, которое с очевидностью следует из доказательства, в тексте выра- 
жено недостаточно ясно. Прим. Бертрана. 


По поводу этого принципа можно посмотреть статью О. Родригеса, напе- 
чатанную в Сотгезропдаптсе 4е ГЕсо!е Роубесви1амае, $. Ш, р. 159 и Уошезипеепт 
ИЪег Рупа Якоби. Прим. Дарбу.. 

(Есть русский перевод: Якоби, Лекции по динамике, ОНТИ, М.—Л. 1936. — 
Прим. ред.) 
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Для того чтобы сделать этот метод более яеным, мы изложим его 
здесь в нескольких словах. Условие максимума или минимума вообще 
дает 


8 | и48=0; 


если знак диференциала 6 ввести под знак Ми | (что согласно природе 
этих различных знаков, очевидно, допустимо), то мы получим уравнение 


т [|8 (и 45) —0, 
или, диференцируя в смысле символа 5, 
т | (483м --и843) = 0. 
Я рассматриваю сначала часть 
№ [ 45 би; 
если вместо 45 подставить его значение 4$, то она перейдет в 


9 [ из а, 


‘или, если изменить порядок знаков ® и Г ‚ которые совершенно независимы 


друг от друга, то она примет следующий вид: 
Гая ти 644. 


Но общее уравнение принципа живых сил дает (п. 34) 
$ и? —=2Н— 2\тП, 


Рар-- 044 Ва-+...; 


поэтому, если приведенное выражение продиференцировать в смысле сим- 
вола 6, то мы получим 


$ ти би = —®т6Н = —№т (Рёр-- 9 6а-- В 5--...), 


ибо так как согласно допущению П является алгебраической функцией р, 
4, 7,..., то диферевциал 6 представляет с0бою то же самое, что и аП, 
с заменой только символа 4 символом 9. Таким образом_ величина 


Зе [ 48 8 
‘будет приведена к следующему виду: 
— [@8 т (Рар- 99 Е -[...). 
Затем я рассматриваю вторую часть 


т [аз 


и подставляю в ней вместо 45 его величину, выраженную е помошью 
прямоугольных координат или с помошью каких-либо других переменных 


где аП равен 


222 Диндмикл 


величин. Еели мы пользуемся прямоугольными координатами т, У, 2, то 
48 = 42?-Р 4у?-Р а2?; 
следовательно, ероири в смысле символа 6, мы получим 


базе важ А вау-- че 842, 


или, переставив знаки { и 6 и написав 46 вместо 64, что всегда допустимо, 
в силу независимости этих символов, 


545 7^ 48 -- 0" аау-- 480; 


($ 
таким образом, подставив это значение и написав @ вместо —— ‚, мы полу- 
ЧИМ 


Гиза = [| (42 ава-- 9% аву-р а 82). 


Так как здезь под знаком интеграла Г находятся диференциалы ва- 


риаций 6%, ду, 62, то следует добиться их исчезновения, пользуясь известной 
операцией интегрирования по частям согласно правилам вариационного исчи- 


4% ъ 
сления. Таким образом величина ""! ит 48% преобразуется в другую ей экви- 
валентную 

ч.8 — | а” 


если предположить, что обе крайние точки кривой заданы, так что коорди- 
наты, соответствующие началу и концу интеграла не варьируют, то мы 
будем иметь просто 


(2 4х 
3. 48% =— | Зач”. 
Аналогично мы найдем 
[и Ч 
5 у азу =— | 8уа 5, 


2 2 
37 482 = — | 8243, 


а& такле 


Таким образом мы получим олодующее преобравоважное выражение 
42 
Гиза = — | (54997 ау 4-2 824). 


Следовательно, величина, 


57 [№ 645, 


если переставить знаки % и |, а 4 принять в качестве постоянной вели- 
чины, примет следующий вид: 


4? 7 4 
— [43 т (аа + буа че Е 82455). 
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Таким образом мы получим следующее уравнение максимума или ми- 
нимума 


42 
Гат (Рар-- 94-Е Ваи-+.. Не 85 г ву {и 82) =0, 


которое, вообще говоря, должно иметь силу для всех возможных вариаций; 


поэтому величина, стоящая под знаком | ‚ должна в любое мгновение быть 
равной нулю; таким образом мы получим потехе уравнение 


т (Р8р-- 939-- Вы... арб диву че 82) =0, 


которое представляет собою не что иное, как общую формулу динамики 
(отл. П, п. 5) и которое, следовательно, подобно ей, даст все уравнения, 
необходимые для разрешения настоящей задачи. 

41. Вместо координат х, у, 2 можно также воспользоваться любыми дру- 
гими неопределенными величинами и тогда все сведется в тому, чтобы 
элемент дуги 45 выразить в качестве функций этих неопределенных величин. 
Так, например, если взять радиус, или прямолинейное расстояние от начала, 
координат, которое мы назовем р, и два угла, из которых один % пусть 06о- 
значает угол, образуемый упомянутым радиусом с плоскостью ху, & другой 
< — угол, образуемый проекцией того же радиуса на указанную плоскость 
с осью 2, то мы будем иметь 


2 = от 4ф, У=рс0$ФзшШоФ, х==р60$% 605%, 
а отсюда мы получим 
48 —= 45? -- ау? -- 42? = а? -- р? (44? - соз? % 4-7); 


это выражение можно было бы вывести и непосредственно, пользуясь геомет- 
рическим методом. Продиференцировав в смысле 0 и написав 40 вместо 
64, мы будем иметь 


4$ 645 = ар @8р -- р (44? -- с052 % 45?) бо —- 
-- 02° (44 45% — эт 9 е05 $ 45284 -- с032 $ 4 45%), 


$ 
откуда, разделив на 4 = — и проинтегрировав, получим 


@р ‚@8р. ф 
Гивав = Галь р (= чая] + 
ах @8 аф @8 

т 02 2 с0<? 4, 9? 909 

+ о зт воз 76 р 05° т 4). 
Двойной символ 465 под знаком Г можно заставить исчезнуть путем 
интегрирования по частям. Сначала отбросим члены, содержащие вари- 
ации вне знака, | ‚ так как эти вариации, которые в данном случае холжны 


относиться к пределам интеграла, становятся равными нулю благодаря` 
принятому допущению, что начальные и конечные точки кривых, описывае- 
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мых телами, наперед заданы и являются неизменными. В результате мы 
получим следующее преобразованное выражение 


— л. Гар 442 44? 
Г идав = — [из = (и р рс0з? <, )8р 


а 
а ( а) 4 4 ( оз? %) ; 


. 49? 
и) 1 1. 
-- р? 51$ 608 $ = Г 4: а 


Таким образом уравнение максимума или минимума примет следующий 
вид: 
ар 


( 442 
[авт Рер--ом--Вы-... (де Раз — 2608$ вр -- 
Я 


4 
а | р —— а (082% —- 
. 40? ( т) ( 5 |\ 
- 75 96084 д а) | Ра р 0. 


Если приравнять нулю величину, стоящую под знаком |, мы получим 


| 
2}. 
.} 


4$? 
4 


неопределенное уравнение, акалогичное уравзению, приведенному в преды- 
‚дущей статье, которое, однако, вместо вариаций 0х, 0, 62 будет содержать 
вариации бр, 92, 6%; отеюда можЕко вывести уравнения, геобходимые для 
решения заданной задачи, если скачала все вариации свести к возможно 
мевьшему их числу и затем отдельно приравеять нулю все члены, в состав 
которых входит каждая из оставшихся вариаций. 

Если восгользоваться другими неопределеекными величиками, то мы 
получим икые формулы, но можно быть уверенным, что в каждом отдель- 
вом случае всегда можно получить наиболее простые формулы, вытекаю- 
щие из природы этих неопределенных величин. Смотри том П Метотез де 
]`Аса4вийе 4е Тит, где этот метод был применен для разрешения раз- 
личкых вопросов механики *). | 

42. Впрочем, так как 45 = и 4, то величина 


эт [и 95, 


которая представляет собою максимум или минимум, может быть приведена 
к следующему виду Г и? (И или | (У ти?, где & ти? выражает живую 


силу взей системы в любое мгновепие. Таким образом рассматриваемый 
принции сводится собственно к тому, что сумма живых сил всех тел от 
момерта, когда они выходят из заданных точек, до того момента, когда 
они приходят в другие заданкые точки, являются максимумом или мини- 
мумом. Следовательго, его можЕко было бы с большим основаьием назвать 
принципом наибольшей или наимекьшей живой силы; эта формулировка 
имела бы то преимущество, что ова была бы общей гак для движевия, так 
и для равновесия; в самом деле, в отд. Ш первой части (и. 22) мы видели, 
что при прохождевии положевия рав.овесия живая сила системы всегда 
бывает наибольшей или наименьшей. | 


“) См. также интересную статью 0. Родригеса в Соттезропдаптсе вит `Есо]е 
‚ Ро убЩесвт19дще, $. Ш, р. 159. Прим. Бертрана. 


ОТДЕЛ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВСЕХ 
ПРОБЛЕМ ДИНАМИКИ. 


1. Достаточно развернуть ту формулу, в которой мы свели во втором 
®тделе всю теорию динамики, чтобы получить все уравнения, необходимые 
хля решения любой задачи в данной отрасли знания, в чем бы она ни 
заключалась; но это применение формулы, представляющее собою чисто 
вычислительную операцию, может быть в некоторых отношениях еще 
упрощено с помошью тех приемов, которые мы применим в настоящем отделе. 

Так как все дело сводится к тому, чтобы свести различные переменные, 
входящие в состав указанной формулы, к возможно меньшему числу, поль- 
зуясь условными уравнениями, заданными природой каждой задачи, то одна 
из главнейших операций заключается в том, чтобы вместо заданных перемен- 
ных подставить функции других переменных. Эга цель может быть всегла 
легко достигнута е помощью обычных методов; но по отношению к рассматри- 
ваемой формуле существует особый прием выполнения этой операции, имею- 
ций то преимущество, что он всегда непосредственно приводит к более 
простым преобразованиям. 

2. Упомянутая формула состоит из двух частей, которые должны быть 
рассмотрены отдельно. . 

Первая часть содержит в себе члены 


фт Фу ‚ 4 с. 
чт ([е-вае 1? бу —- 8 8 \ $ 


хоторые происходят исключительно только от сил, являющихся следствием 
инерции тел. 
Вторая часть состоит из членов 


Ут (Рю -- 9064-- Е &--...), 


обязанных своим происхождением ускоряющим силам Р, (0, Л,..., которые 
согласно допущению действуют на каждое тело по направлению линий 
р, 9, г,... и которые стремятея сократить эти линии. Сумма этих двух 
величин, будучи приравнена нулю, и дает общую формулу динамики 
{отд. П, п. 5). ' 

3. Рассмотрим сначала величину 


2х 9х -—- 4?у ву -- 42262; 
ясно, что если к ней прибавить нижеследующую величину. 
4л 481 —- 4у аду -- 4г ад», 


15 Зак. 924. — Аналитическая механика. 
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то эту сумму можно будет проинтегрировать, и мы получим в качестве 


интеграла, 
ах 6х —- 4уду -Р 42 52. 
Отеюда следует, что мы имеем 
4256 —- 4?у8у -- 42282 = 4(ахдх -- дубу -|- 4282) —4х 48 —ауа6у— агавг.- 
Но так как согласно известным принципам двойной знак 4 эквивалентен 
знаку 64, то величина 4х 405 - ауабу-Р 4245г может быть приведена 
в следующему виду: 
ах 6 ах - ау ау аг6 4-2, 
т.е. в - 58 (412 —- 4у?-- 42”). Таким образом мы получим следующее пре- 
 бразование 
4 64 -|- 4?у ву -{- 42282 = а(ахох --- аубу-|- 4282) — 5 18 (442 ду? —- 922), 
из которого видно, что для вычисления интересующей нас величины 
2х 6х —- а?у ву —- а? 02 


достаточно вычислить нижеследующие две величины, содержащие только 
первые диференциалы 


фл 6х -- аубу-Р агдг, а22-—- 4? -|- 427, 
и затем одну из них продиференцировать в смысле символа а, а другую: 
в смысле символа 0. 
4. Итак, предположим, что речь идет о том, чтобы вместо переменных 

т, у, а подетавить заданные функции других переменных & %, ®....; 
продиференцировав эти функции, мы получим выражения следующего вида: 

ал = А &-- В %--Саэ--..., 

Чу = А’ЧЕ-- В’а-Р С’ ..., 

42 = А"Ж- В" -- ("а ..., 
в которых 4, А’, 4”, В, В',... будут известными функциями тех же 
переменных &, $, 9,...; аналогичным образом будут выражены значения 
6%, 8у, 02 с заменой лишь символа @ символом 5. 


Если произвести указанные подстановки в выражении 4х 6х — дубу —— 
—- 4202, то оно примет следующий вид: 


РЕ а (0-90 На -Г То -Р а -Р..., 


где Р, @, Н, Т,... будут конечными функциями &, %, ©,.... 
Следовательно, если заменить символ д символом 4, то мы получим 


также значение 
г? -- у? - 42?, 
которое будет равно 
Е а?—- 24а & 4 На-Р 214 45- .... 


Если первую из этих двух величин продиференцировать в смысле 
символа 4, то мы получим диференциал 
а(Е 48) в -- РЕ а(а 4) в Г а(а а) &— афам-- а а 
-а(Н а) %-- На ...; 
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если затем вторую величину продиференцировать в смысле символа 6, то 
нолучим 


р 2844-26 8 -- 26. Ча На -- 
Нав .... 


Если половину последнего диференциала вычесть из первого и при- 
нять при этом во внимание, что 08 и 64 представляют собою одно и то 
же, то найдем 


ага — га ас аа фа 
ана) — озна... 


в качестве преобразованного значения величины 
2х 9х —- 4?у ду —— 4228г. 


Но яено, что это значение может быть выведено непосредетвевно из 
последнего диференциала, если все члены последнего разделить на 2, 
изменить знаки тех членов, которые совершенно не содержат двойного 
символа 04, а в других членах опустить знак 4 после 6 для того, чтобы 
применить его к величинам, которые умножаются на двойные диферен- 
циалы, снабженные символом 04. Таким образом член 6/4 ласт 


— 5 сЁ’ 4:2, член 2Ё 4 64 дает 4 (Е 45) 55 член 26(` 4 4 даст — 6 С 4 4% член 


21 45 04Ё даст 9(44%)&, ит. д. 
5. Из сказанного следует, что если мы обозначим через Ф функцию 
1 с,... И 4, 4, 4$,..., в которую преобразуется величина 


1 
5 (42 —- 4у?-- 423), 


если подставить значения с, /, г в функции 6, $, 5,..., то мы вообще 
нолучим следующее преобразованное выражение: 


424 85 —- 42у бу —— а? 62 = 


оф 6Ф оф оФ\ о, |° Ф , 5Ф 
(= +99) и (- 4) +(- в 4 щи. 


55 Р@ 


> 


ЗФ 
если, как это обычно принято, обозвачить через 


ся 
85 


коэфициент 6 в дифе- 


< 


Ф 
ренциале 6Ф, через Е коэфициент 04 в том же диференциале и т. х. 


6. То, что мы нашли выше, пользуясь искусственным приемом, могло 
бы быть выведено более просто и более обще с помощью принципов вариа- 
ционного метода. 

В самом деле, пусть Ф является какой-либо функцией х, у, &,..., 
4х, 4), 4г,..., 4х, ау, 4?2,..., которая после подстановки значений д, 
,, 2,..., выраженных через &, %, х,..., становится функцией &, %, ох, 


Г) 


15* 
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@, а, 4°,..., Ч, 424, 42%,...; если произвести диференцирование в смысле 


О 


символа 5, то мы получим следующее тождество: 
5Ф - 0Ф - 0Ф 
ф— Г би - ^^ бах ^^ бах -ь 
оф — бе. 642 8... 


—- 
Фи 8 5Ф со 
зу ВУ -Г зах 49 зв 8... 
—- 


+ 
| 


Нели двойные символы 64, 64?,... заменить эквивалентными им 
символами 46, 424,..., затем пропнтегрироваль по отношению к символу 
Я и путем интегрирования по частям добиться исчезновения всех двойных 


символов 458, 4?5,... под знаком интеграла / ‚ относящегося к знаку 
диференциала 4, то мы получим уравнение следующего вида: 


Га вау са. дня [ (А-а - ов...) 7, 


в котором 


___ 5 оф р 5ф 
0 За? 
оф ат 
в = и г И у ., 
Ре —___ оф ны ф 5Ф ЭФ 
е = 52 54: а 52: (..) 
"И оф о 9Ф _ 
Кг ба Рома 7 
}” — _9Ф_ —- 5Ф. ! о оф ___ 
р бт 504 424 
и 6ф оф | о р) р 
С о 0:2 64+ Г. а 54-2 . 
— | . , 
оф оф _ Ф _ | 
Я + (57 4 5 Г , 6.5 | ат 9.1 -- .. —- 
ОФ 0Ф оф 
Ня З2у -.. аи -- эр 980 + .-- 
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х 


‚_ 5Ф 5Ф 
2= + (= —4 в +...) вай... + 
0Ф оф К ЭФ 
- (5% — Ч т... )8%-Е а -Г... + 
оф оФ \ 
+ (5 их — Язь +... о-в: аа... 


Таким образом, продиференцировав еще раз и произведя перестановку, 
мы получим следующее уравнение: 


АЗж-- ВУ 082+... — А’ — В — 0'8—... = а’ — ай. 


которое должно тождественно удовлетворяться и должно иметь силу, 
каковы бы ни были вариации, или диференциалы, обозначенные се помошью 
буквы 65. 

Так как вторая часть приведенного уравнения представляет собою 
полный диференциал по отношению к символу 4, то, значит, и первая часть 
его тоже должна быть полным диференциалом по отношению к тому же 
символу и независимо от символа 0; но это невозможно, так как члены 
первой части содержат просто вариации д», 0), 02,..., 02, 0%, 05,... 
и совершенно не содержат диференциалов тих вариаций. 

Отсюда следует, что для возможности существования указанного 
уравнения необходимо, чтобы обе части были порознь равпы нулю, что 
даст нам два следующих тождественных равенетва: 


Ах Бу С42--... = А’ Бь- С’ ..., дй=ай. 
которые могут оказаться полезными в различных случаях. 
Пусть, например, 
1 : 
К — >” (4.5? —- 1}? —- 4”, 
тогда мы имеем 


И совершенно так же для остальных подобЕых величпн; следовательно, 
А = — 4, В=— Фу, С=— 


Дальше, тах как Ф содержит в себе только диференциалы первого порядта, 
то мы имеем проето 


5 54= 
2 = 5 

Вы 54% ? 
„__ ЭФ оф 

5э 015 


Таким образом мы получаем тождественное равенство 


Й^ 


— 42.7 6." — @?у6и — 42505 = 


’оф °Ф 5 /6Ф / Ф\. 6ф °Ф\;_ 
2 Че) фи) 


ИО “За , 5е 54 


которое совпадает с равенством, приведенным в нункте 5. 
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т, Отеюда следует, что для поро значения величины 


© [р 
Я т (Ч ба РИ м Не 8) 


в функции Е. %, ©,..., достаточно найти значение величины 
1: 7? (у? 
5№т (в -Нае Нав) 
в функции 6, 9, <... и их диференциалов; ибо если эту функцию назвать 


Г, то мы тотчас же получим преобразованное выражение 


быв =) + (в 5) (а). 


Это выражение будет всегда иметь силу, если даже среди новых переменных 
будет находиться время 1,*при условии только, что мы будем его рассмат- 
ривать как постоянную величину, т. е. что мы будем принимать 5#=0. 

Дальше легко видеть, что подобное же преобразование будет иметь 
место и в том случае, когда вариации 0 6%, 69,... не будут полными 
диференциалами, если только они выражают неопределенные величины и 
вариация 657’ имеет следующий вид: 


^ оТ 5 Та 
Е 55 де 5-Г 07 реа. 


т ог вт 
каковы бы ни были вообще коэфициенты =) = г) 
. 5 / 


9’ = 


3. Наконец, следует отметить, что если выражение 7’ содержит в себе 
член 4.4, являющийся полным диференциалом функции А, в которую одна 
из неременных, например & входит только в конечном виде, то этот член 
не внесет ничего в приведенное выше преобразованное выражение по 
отношению к указанной переменной. В самом деле, если положить 


РА“ 9 а. 


0: 
Г 0А 
ТО МЫ ПОЛУЧИМ = — —, 
° 42 0= 
94 904 
к 5 — 6 — 
Г (= И 024 0 и 
— > АЕ : т и у—- 


ОТ ОТ 
Следовательно, а =—- =, представляющее собою коэфициент 6%, при- 


мет следующее значение: 


42“ — 42 0. 
(1:5 05 


Отсюда, далее, следует, что если выражение для ./’ содержит в себе 
член виха*В ЧА, где А является функцией & %,..., без %&, а Б — какой- 
‚либо функцией без &, то этот член по отношению к вариации $ дает просто 


А. 
член 5:06. 


В самом деле, если написать член ВАА в виде 4(ВА) — АЗБ, то 
прежде всего можно убедиться, что член 9(Б.А) не дает ничего по отноше- 
нию к вариации Е, так как АВ содержит в себе Е, но не содержит 4; 
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далее, так как 4В не содержит в себе ни Е ни %, а А содержит в себе 


1, но не содержит 4, то ясно, что если положить = — ААВ, мы получим 
ОТ ОТ 5 А 
— 0 И <> — — 5 АБ, 
54= 0= = 


^ А 
так что коэфициент 05 свелется Е ЗЕ ав. 


9. Что касается величины Рбр-- 0494-- Рд’--..., тоее всегда легко 
свести к функции 6 %, $,..., так как при этом дело сводится лишь 
к тому, чтобы преобразовать отдельно выражения для расстояний р, (4, 

. и сил Р, 0, В,.... Но это преобразование становится еще более 
легким, когда силы таковы, что сумма моментов, т. е. величина 


Рар- 94а Ва-. 
поддается интегрированию, что, как мы уже отметили, всегда имеет место 
в природе. 
Действительно, если, как в п. 34 отдела Ш, положить 
аП = Рар-- 9аа-— Ва-..., 


то мы получим ЦП, выраженное в виде конечной функции р, 4, х,. 
следовательно, мы будем также иметь 


8П = Рёр— 9049-- Ад’-.... 


Умножив на т и взяв сумму для всех тел системы, мы получим 
т(Р6р-- 069-+- В5&--...) =№тб6П ==65 тП, 


‘ибо знак ® не зависит от знака 65. 
Таким образом достаточно определить значение величины № тП в функ- 


ции &, %, %,..., а это требует лишь подстановки значений 1, у, 2,..., 
через &, ч, <,..., в выражения для р, 4, ",... (п. 1 отд. П чаеть [); еели 
это значение $7] обозначить через И, то "мы тотчае же получим 


ПАМ 


в7=° ЕТ 6% > 82-Е... 
10. Указанным путем общая формула динамики (п. 2) преобразуется 


к следующему виду: 
Е 05 —- о Фо... = 
где мы будем иметь 


Н — д — 

— о4= 0: — 08 ? 
. Г ОГ ор 
а, 

ва 0 о 
ОТ Г АЯ 
{ф — он , 


если положить 


р 15 452? , 4? __ 
Г = т (15 Рая ти)” Г=№тИ 


аИ = Рар-— 9 44-- Ва-— 
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Если два тела т и эт’ системы, расематриваемые в жачестве точек. 
расстояние между которыми равно р, взаимно притягиваются с ускоряющей 
силой Р, являющейся функцией р, то легко видеть, что момент этой силы 
выразится через мж’Р ар; тогда вк значению УТ следует прибавить величину 


тт’ Г Рар. Совершенно так же надо поступить, если в системе имеются 


еще другие силы взаимного притяжения. 

Вообще, если в системе имеютея какие-либо силы РЁ, а,..., стремя- 
щиеся уменьшить значение величин Г, 9,..., то Еор @69, ... будут 
служить моментами этих сил (п. 9 отд. П чаеть 1); в соответетвии с этим, 
рассматривая ЁР’в качестве функции /, а— в качестве функции д и т. д., 


следует к значению У прибавить столько членов вида | Е ар, | < а9,..., 


сколько имеется подобных сил. 

А если при выборе вовых переменных &, $, х,... принять во внимание 
условные уравнения, вытекающие из природы рассматриваемой системы, 
и выбрать эти переменкые таким образом, чтобы они были совершенно 
независимы друг от друга и, следовательно, чтобы их вариации 8, 5%, 
0о,... оставались совершенно неопределенными, то мы тотчас же получим 
частные уравнения [2] 


н =0 У=0, Ф=0,..., 


которые и служат для определения движения системы; ибо число этих 
уравнений в точности равно числу переменных &, %, ©,..., от которых 
зависит положение системы в любое мгновение. 

11. Но хотя разрешевие задачи можно всегда довести до указанной 
стадии, так как все дело сводится к тому, чтобы, пользуясь условными 
уравнениями, исключить столько переменных, сколько позволяют эти 
уравнения, и затем для & $, Ф,... взять оставшиеся переменные, тем 
не менее могут встретиться такие случаи, когда этот путь может оказаться 
слишком затруднительным и когда во избежание излишнего осложнения 
расчета может оказаться целесообразным сохранение большего числа пере- 
менных. В этих случаях условные уравнения, которые остались еще не- 
удовлетворенными, должны быть использованы для исключения в общей 


формуле некоторых из вариаций 8%, 6%,...; однако вместо действительного 
исключения можно применить и метод множителей, изложенный в [Г части 
(отд. ТУ). 

Пусть 


Г=0 М=0, М№М=0,... 


рассматриваемые уравнения, сведенные к функциям 6 %, ©,..., так чте 
С, М, М№,... представляют собою заданные функции этих переменных, 
Нрибавим к левой части общей формулы (предыдущий пункт) величину 


А6Р-- 66М —НуёМ-..., 


в Которой ^, в, у... являются неопределенными коэфициентами; тогда 
мы можем рассматривать вариации 0, 0%, д%,... как величины незави- 
симые и произвольные. 


Указанным путем мы получим общее уравнение 


Фор... АЗ р-Рь ЗМ -РУ8М-... =0, 
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которое должно иметь силу независимо от вариаций 0%, 0%, 69,... и нотому 
даст нижеследующие частные уравнения движения системы: 


— Г, 641 № 

А 3Е КУ ЗЕ Г... ==0, 
М № 

НА У ... = 0, 
571, 5М№ 

оо + ... = 0, 


Из этих уравнений следует затем исключить неизвестные ^, ц, ъ,..., 
благодаря чему количество уравнений уменьшится на такое же число: но 
если сюда присоединить условные уравнения, которые необходимо должны 
иметь место, то у нас всегда будет столько же уравнений, сколько имеетея 
переменных. 

12. Так как эти уравнения могут иметь различные более или менее 
простые формы и, в частности, более или менее удобные для интегриро- 
вания, является вебезразличвым, в каком виде они представлены с самого 
начала; пожалуй, одно из главных преимуществ нашего метода заключается 
в том, что он всегда дает уравкения каждой задачи в наиболее простой 
форме по отношению Е примекенным при этом переменным и дает нам 
возможность наперед судить о том, каковы те переменные, пользование 
которыми может нам максимально облегчить интегрирование. Мы 
изложим здесь несколько общих положений, касающихся данного вопроса, 
применение которых мы увидим в дальнейшем при разрешении различных 
задач. 

Из тех же формул, которые мы дали выше, ясно, что диференциальные 


члены уравнений движения любой системы та происходят только от 


‚ , ., Да? ага 
величины 7, выражающей сумму всех величин > т | 1= -Р ав Гав по 


отношению к различным телам; при этом каждая переменная конечная 


т 57 
величина, например & входящая в выражение 7, дает член — =, а ка- 


ждая диференциальная переменная, например &, дает член ат - 2. Отсюда 


прежде всего видно, что рассматриваемые члены не могут содержать в себе 
иных функций переменкых, кроме тех, которые входят в состав выраже- 
ния 7; следовательно, при применении синусов или косинусов углов, что 
представляется естественным при разрешении многих задач, может слу- 
читься, что эти синусы или косинусы исчезнут из фувкции Г; тогда по- 
следняя будет содержать в себе только диференциалы углов и расематри- 
ваемые члены тоже будут содержать только эти же диференциалы. Таким 
образом, применяя указанного вида. подстановки, можно всегда выиграть 
с точки зрения простоты уравнений задачи. 

Так, например, если вместо двух координат х, у применить радиус- 
вектор х, проведенный из начала тех же коордгнат и образующий ес осью 
„ угол © то мы будем иметь 


Х=76059, У=игЗто, 
а после диференцирования 
7 
45 — с05® 4" — тзш ох ао, ау=зто а" 6030 4%, 


следовательно, 
4.5? —- ду? —= 47? - 7247; 
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это выражение является очень простым, оно не содержит в себе ни синуса, 
ни косинуса $, а лишь диференциал его 40. Тем же путем выражение 
47? -—- ау? -- 42? может быть заменено выражением 72402 4? -- 42°. 
Вместо 7’ и г можно было бы еще подставить новый радиус-вектор р 

и угол ©, образуемый этим радиусом с х, являющимся проекцией 5; это 
дало бы 

х—060$4, 2==озаф, 
а следовательно, 

г —- 42? = 45° -- рай; 


таким образом величина 4? - 4у2-- 42? преобразовалась бы в следующую 
0? (6052 $ 4? -- 44?) -- 42. 


В данном случае ясно, что о будет радиусом, проведенным из начала 
координат в точку пространства, в которой находится тело т, % будет 
углом наклонения этого радиуса в плоскости ху, а с будет углом, образуе- 
мым проекцией этого радиуса на ту же плоскость с осью с; тогда мы 
будем иметь, как в пункте 4, отдела П, части 1, 


Х —=060$% 6039, 1/1 = 6059531, 2==0 Ш. 


Наконец, по желанию можно было бы применить и другие подстановки, 
& в том случае, когда система составлена из многих тел, их можно было 
бы отнести непосредственно одни к другим, пользуясь относительными 
координатами: обстоятельства каждой задачи всегда сами укажут наиболее 
подходящие преобразования. Можно даже, найдя с помощью какой-либо 
подстановки одно или несколько уравнений задачи, вывести другие урав- 
нения, пользуясь иными подетановками; это даст новое средетво для 
различного выражения этих уравнений и для нахождения наиболее простых 
и наиболее легко поддающихся интегрировавию уравнений. 

15. Другие члены рассматриваемых уравнений зависят от ускоряющих 
сил, которые согласно допущевнию действуют на тела, и от условных 
уравнений, существующих между переменными по отношению к ноложевию 
тел в пространстве. 

В том случае, когда силы Р, ©, В,... направлены к неподвижным 
центрам или к телам самой системы и когда они пропорциональны каким- 
либо функциям расстояний, как это имеет место в природе, величина У, 
выражающая сумму 


т Гар ом Ва + ...) 


для всех тел т системы, будет алгебраической функцией расстояний и для 
каждой переменной $, из которых она составлена, даст конечныи член 


ьр 
вида =. 
03 


Аналогично условные уравнения Г,=0, 1/ =0,... дадут для той же 
.› Л, Е | @ 7-4 
переменной & члены =, =)... И Так далее. Таким образом надо будет 
$ 25 А 

только к значению Г прибавить величины ЛГ, %1/,..., расематривая 
в дальнейшем величины /, и,..., при диференцированиях в смысле 6, 
ак постоянные. . / 

Следовательно, если некоторые из переменных, входящие в состав 
функции 7, не входят в Г, а также в Г, М,..., то уравнения, относя- 


ищеся к этим переменным, будут содержать в себе лишь диференциальные 


ДиФфЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ 235 


члены и интегрирование этих уравнений будет очень легко осуществить 
особенно, если в 7 эти переменные будут входить только в диференциаль- 
ной форме. Последнее будет иметь место, когда в случае тел, тяготеющих 
к центрам, мы в качестве координат возьмем расстояния от этих центров 
и углы, описанные вокруг последних [28]. 

14. Случай интегрирования, которое всегда осуществимо, когда силы 
являются функциями расстояний, а функции 7, Г, Г, М,... не содержат 
в себе конечной переменной № это — случай, получающийся при примене- 
нии принципа сохранения живых сил. Хотя мы уже показали, каким образом 
этот принцип получается из нашей общей формулы динамики (отд. Ш, 
п. 34), тем не менее представляется не бесполезным показать, что частные 
уравнения, выведенные из этой формулы, веегда дают интегрируемое 
уравнение, которое является уравнением сохранения живых сил. 

Упомянутые уравнения, рассматриваемые во всей их общности, имеют 
каждое следующий вид (п. 11): 

Г ЗаГ 


97 
ЕЕ в Е... =0: 


если эти уравнения сложить, помножив предварительно на соответствующие 
диференциалы 4, 0%,..., и если при этом принять во внимание, что 
согласно допущению величины ХТ, [, 1[,... являются алгебраическими 
функциями переменных & %,..., но не содержат в себе 1, то ясно, что 
мы будем иметь уравнение 


(ЧЕ — =) & + (= ы — м)... Нат-+ 


ла ьамМ-... = 
но так как согласно условным уравнениям Г, =0, 1/ =0,..., то мы будем 
иметь вообще 4, =0, а&М =0,...; следовательно, предыдущее уравнение 


сведется к следующему: 


(ЧЕ)... ЕаГ=о. 
Но мы имеем 


а так как // является алгебраической функцией переменных & %,...и их 
диференциалов 4, “”. .., Но не является функцией {, то мы будем иметь 


я — 5Т 
= РЕФ Где. 
таким образом данное уравнение п прямет слелующий вид: 
ЗТ т р 
а (т д @- ... )—а7-рау=о. 
Это уравнение очевидно интегрируемо; интегралом его является уравнение 


тв ВР, „ _ 
а @ + 2-Е... —Т-Е У = вов. 


Далее, так как 
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то ясно, что какие бы переменные ни были подставлены вместо г, у, 2, 
получающаяся при этом функция будет обязательно однородной и двух изме- 
рений по отношению к диференциалам этих переменных; следовательно, 
согласно известной теореме мы будем иметь 


5Т 5Т 
——. ——. 1 — г 
Ба 4 - аъ ФФ... = 27. 
Таким образом найденный интеграл будет просто 
Т-Е ТГ = своп; 
этот интеграл содержит в себе принцип сохранения живых сил (отд. Ш, 
п. 34). 

Если бы величина ТУ не была алгебраической функцией *), то мы не 
ймели бы &--... =@Ю, а если бы величины Т, Г, М,... содержали 
в себе переменную ЁЬ то их диференциалы 47, 4Г, АМ,... содержали бы 

7 5 611 
в себе и члены —— 4 ше Ст, т ,...; следовательно, те преобразования, 


0$ [2 
которые привели уравнение к интегрируемому виду, уже не могли бы быть 
осуществлены, а потому и принцип живых сил уже не мог бы быть применен. 

15. Хотя теорема об однородных функциях, о которой мы только что 
упомянули, была доказана в различных работах и, следовательно, ее можно. 
считать известной, тем не менее изложенное ниже доказательство этой тео- 
ремы настолько просто, что я не считаю себя вправе ее опустить. Ебли [” 
представляет собою однородную функцию различных поременных +, 1,... 
и имеет п-е измерение, то ясно, что если вместо х, у,... подетавить ах, 
ау,...,то эта фунвция необходимо примет вид а”Р, какова бы ни была 
величина йа. ЕКели положить а =1-ра и рассматривать &« как величину 
бесконечво малую, то бесконечно малое приращение ЁР, вызванное беско- 
нечно малыми приращевиями ал, а/,... величин х, у,..., будет равно па”. 
Но если 2, у, ...изменить на величины ох, 9/,..., то согласно общей фор- 
муле мы будем иметь для вариации Г 

5Е ЗЕ 

т 91 Ру т .... 
Следовательно, если мы прправняем друг к другу приведенные два выра- 
жения для приращения Р, то по разделении на х мы получим 


ок К 
ий — .... 
Ре РУ 
16. Интеграл, относящийся к сохранению живых сил, представляется 
очень полезным при разрешении задач механики, в особенности когда, 
функция Т содержит только диференциал одной переменной, которая не 
входит в состав функции Г; в этом случае указанный интеграл служит для 


6 


") Для того чтобы понять это место, следует вспомнить определение функции У 
Было принято (п. 9), что @П = Рар-+ 9 44-+ Ваг-... и затем дальше, что! == & иП- 
Для того чтобы Т была, пользуясь выражением Лагранжа, алгебраической функ- 
цией, необходимо и достаточно, чтобы таковой была П, т. е. чтобы Рар-- 9 49-— 
- А 4"-{... была полным диференциалом; если этого нет, то функции П не суще- 
ствует, равным образом не существует и И; алгебраическая фувкция означает 
здесь просто функцию; этого выражения ни в коем случае не следует рассматривать. 
как противоположность выражению неалгебраической функции. Прим. Бертрана. 
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определения этой переменной и для исключения ее из диференциальных 
уравнений. 

Что касается интегралов, относящихся к сохранению движения центра 
тяжести и к принциту площадей, которые, пользуясь общим методом, мы 
уже нашли в отделе Ш, то они сами собою получаются при разретении каждой. 
задачи при условии, что при выборе переменных мы стараемся отделить 
абсолютное движение системы от относительных движений тел друг по отно- 
шению к другу, как мы это сделали в упомянутом выше отделе. 

Другие интегралы зависят от природы диференциальных уравнений 
каждой задачи, и нет возможности дать общее правило для их нахождения. 
Есть, однако, один случай, имеющий весьма обширное применение, который 
всегда поддается полному решению в конечных выражениях; а именно — это 
тот случай, когда система совершает лишь очень малые колебания около 
своего положения равновесия. Ввиду важности этой задачи мы ей посвятам 
особый отдел. 

17. Когда система, движение которой определяется, состоит из беско- 
нечно большого числа частиц или элементов, совокупность которых образует 
конечную массу изменяемой формы, следует применить авализ, аналогич- 
ный тому, который мы изложили в 8 П отд. 1\У, части Г; однако вместо 
символа 4, поименованного ‘нами (п. 11 и след.) для обозначения диферен- 
пиалов переменных по отношению к различным элементам системы, следует 
применить символ Г), соответствующий зчаку интегрирования ®, относя- 
щемуся ко всей системе, — с тем, чтобы иметь возможноеть сохранить другой 
символ Я для диференцизлов, относящихся ко времени, для которых мы его 
и предназначили в отд. П, части второй, п. Т. 

Таким образом, если мы обозначим через жж всю маесу, а через Эт 
один из ее элементов, то в выражениях Ти Г п. 10 надо будет вместо т 
пояетавить 0%. 

Если для каждого элемента тела существуют силы Г, С(,..., стремя- 
щиеся уменьшить величины |, 9,..., функциями которых являются эти силы, 


следует к значению Г прибавить выражения & Г ау, ® | 44, ... 


Если имеются условные уравнения Г, ==0, М =0,..., из которых каждое 
имеет силу для каждого элемента массы т, то в формулах п. 11 следует 
вместо ^5Г, в 6[,... поставить ЗАЛОГ, Зи 6М. 

Так как величины [, 9,..., равно как Г, М,... могут содержать в себе 
диференциалы переменных, обозначенные символом 1), следует с помощью 
известной операции интегрирования по частям добиться исчезновения двой- 
ных символов 6), 51°,...,так что под знаком ® останутся только простые 


вариации, обозначенные символом 8, а члены, стоящие вне знака %, будут 


относиться только к крайним значениям интегралов. 

Наконец, следует еще принять во внимание силы и условные уравне- 
ния, относящиеся к определенным точкам массы 7, и учесть их в общей 
формуле; но они дадут лишь таъие члены, которые независимы от символа %. 

Вариации, которые останутся под знаком №, если их коэфициенты 
положить равными нулю, дадут равное им количество неопределенных урав- 
невий для движения каждого элемента системы, а вариации вне знака № 


дадут определенные уравнения для известных точек системы. 


ОТДЕЛ ПЯТЫЙ. 


ОБЩИЙ ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ. 
ОСНОВАННЫЙ НА ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ. 


Общие уравнения, данные нами в предыдущем отделе, представляя 
собою уравнения второго порядка, требуют еще интегрирований, которые 
зачастую превышают возможности известного нам анализа; поэтому прихо- 
дится прибегать к приближениям, и наши формулы дают также наиболее 
подходящие средства для этой цели. 

1. Всякое приближение предполагает точное решение какого-либо случая 
рассматриваемой задачи, при котором мы отбрасываем элементы или коли- 
чества, принимаемые нами в качестве очень малых величин. Это решение 
образует первую степень приближения; затем его исправляют, учитывая 
постепенно отброшенные величины. 

При задачах механики, которые можно разрешить только путем прибли- 
жения, обычно первое решение находят, принимая во внимание только глав- 
ные силы, действующие на’тела; для того ‘чтобы это решение распростра- 
нить на другие силы, которые можно назвать возмущеющими, проще всего 
сохранить форму первого решения, но рассматривать входящие в его состав 
произвольные постоянные как переменные величины; ибо если величины, 
которыми мы превебрегли и которые мы теперь хотим учесть, очень малы, 
то новые переменные фактически будут почти постоянными и к ним можео 
будет применить обычные методы приближения. Таким образом вея труд- 
ность сводится к нахождевию уравеений между этими переменными. 

Известен общий метод варъирования произвольвых постоянных. интег- 
ралов диференциальных травьевий © целью согласовавия этих интегралов 
с теми же уравнениями, ЕО с прибавлением к ЕИм определенных члеков; 
однако та форма, которую мы в предыдущем отделе (п. 10) придали общим 
уравнениям динамики, имеет то преимущество, что оБа дает кекоторое соотно- 
шение между вариациями произвольных постоянкых, вводимых при ивтегри- 
ровавии, которое особевко упрощает формулы этих вариаций в задачах, где 
они выражают действие возмущающих сил. Мы выведем сначала, это соотво- 
шевие; затем мы дадим наиболее простые уравнения для определевия вариаций 
произвольных постоянных в интересующих нае проблемах. 


$ Т. Вывод общего соотношения между вариациями произвольных 
постоянных из уравнений, приведенных в предыдущем отделе. 


2. Пусть имеется какая-либо система тел т, находящихся под действием 
ускоряющих сил Р, 0, В, ..., направленных к каким-либо неподвижным 
или подвижным центрам и пропорциональных каким-вибудь функциям их 
расстоявий р, 4, х,... от этих центров. 
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Допустим, что, привяв во внимавие условные уравнения системы, мы 
выразим коордикаты х, у, 2, каждого из тел в виде функций других пере- 
менных &, %, 9,..., которые совершенно независимы друг от друга и 
служат для определения положения системы в любое мгновекие. 

Для движения всей системы мы будем иметь уравнения п. 10 преды- 
дущего отдела; легко видеть, что эти уравнения являютея уравнениями 
второго порядка по отношению к переменным 8, %, 9,...; таким образом 
полные значения этих перемевных, которые будут вайдены путем интегри- 
рования и которые будут выражены в виде функций времеви 1, будут содер- 
жать в себе вдвое большее число произвольных постоявных, чем имеется пере- 
менных. Так как эти постоявные должны оставаться произвольными, то их 
можпо произвольно варъировать; таким образом рассматриваемые уравнения 
можЕко будет диференцировать по этим постоянным, которые согласно пред- 
положевию содержатся в выражевиях переменных &, %, $,... 

3. Положим для большей простоты & = =’ 4 =о'’%,.. 


.) 


тогда величина /’ будет функцией 1, 1, %,...и’, №’, ©',..., и если силы 
направлены к неподвижным центрам или к телам самой системы, то вели- 
чика У будет простой функцией Ё, %, ,.... В этом случае, положив == 
—= /^— У, мы будем иметь 

5 _ 1 02 1 д Г 1 094 


342 &%& 0Е’? 39% а 0% 54 — а 0% °`'°° 


символ 6 здесь можно заменить символом 0, так как он служит только для 
выражения частных диференциалов. 

Таким образом диференциальные уравнения движения системы (п. 10 
предыдущего отдела), будучи помножены ва 4 сведутея к следующему 
‘более простому виду: 
9й 9 


Ч Е = 0, 
07 ИА 

[И ой _ 97 = 0, 
0% 90% 


4. Продиференцируем эти уравнения в смысле символа 6*), который мы 
отнесем исключительно к вариациям произвольных постоянных, содержащихся 


в выражениях переменных &, %, Ф,..., функцией которых является 7; так 
., 07 97 
как символ 4, находящийся в членах 4 Е [Ш эи 2. -: Относится только к пере- 


ь 


менной !, выражающей время, можно согласно принципам вариационного 
исчисления двойной символ 04 заменить символом 45; указанным путем мы 
получим следующие уравнения: 


97 с 97 
97 97 
97 < 97 
“о бо =: 0, 


*) Здесь предполагается, что после интегрирования этих уравнений вместо пере- 
менных &, 9... подетавляют их общие выражения, полученные с помощью этого 
интегрирования. Тогда уравнения превращаются в тождества и их можно диферен- 
цировать по различным буквам, входящим в их состав. Прим. Бертрана. 
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Точно так же, если для выражения других вариаций тех же произволь- 
ных ностоянных мы применим символ Д, то мы получим 


07 ой 
0й 07 
ей 97 


5. Если теперь первую группу уравнений умножить соответственно 


на Аё, АФ, Ао,... и из их суммы вычесть сумму второй группы уравневий, 
умноженных соответственно на 68, 0, 6%,..., то мы получим 
‚ 97 УЛ д 
— в5 ад 78 ОИ бо ЧА 7 


от Ва, АУ... — 


о 9 07 07 
— (468 Е - 4% р -+ №9, ...)@— 
и 


07 0 „С 904 
(Е А а -- А, + ‚..) @(=0. 
9 07 9: 
Но 48° = 4 (48 5= ) — 4485: , при этом ЯАЕ == АЕ — АЕ’ ибо 


(& = ’4!: следовательно, 


97 97 „ 97 
АЕ 48 = 4 (48 7) — АР се; 44. 


Нодобным же образом мы будем иметь 
97 97 97 
Е ал ^^ — А ВА 9 
8: ЧА Е == 4 (А.=) БРА 55 46 
и такие же формулы для других величин. 


С помошью указанных преобразований предыдущее уравнение „будет 
приведено к следующему виду: 


97 97 97 
АВЕ Аи Ав --...— 


‚07 97 97 
— се — Ар 8245, —... 


94’ 


02 02 02 
458 Е А6 у -А98,р... 
0 и 02 „> 02 
АВ р РА Ав... 


сел 905 97 97 “ 
1 97 / 07 / д 
| Аз НОА у Ау г 


с200 97 
6. Если развернуть выражения 8, , 6 -=›-..› равно как аналогичные 


07 ‚97 
имтвыражения А --,Ась,..., Рассматривая при этом @ как функцию &, 
> ъ 
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<, <... И 8, Ф’, ©',..., то легко видеть, что члены предылущего уравне- 
ния, будучи умножены на 44, взаимно друг друга уничтожат. Действительно, 
мы имеем 


07 __ 07., , 92 27... 022 
Е = ов Робб |... Роке -Ракоы 6%. |... 


07 __ 97 + 922 927 ‹,, 927 
бр = 0 Роя Г... -Р роде 9 - жды 89 --., 


7 097 27 927 927 
НИ йа _—^ / А 
де = еде ОФ 0Е О... Ро ЕО и... 


97 927 927 97 97 
о 9% — оЕби Г о 9 "*” -Р ото ©’ Ра 0’ -- ...) 


Нели члены расположить в порядке по отношению к частным диференциа- 
„лам 7, то мы получим следующее разложение 


АВЕ ма 2. Е 498 + ... = 
= м ков (МА) Ем... 
Несе (м8 -- м) ро (МЗ АИ)... 
Чореф) ууу АФУ АУ... + 
НЕ сао АРЗЕ - оду (АРУ АВЕ) АУУ... 


Если символы 6 и А переместить один на место другого, то мы полу- 
чим разложения для аналогичного выражения 


92 92 ‚, 97 ‚, 02 
ОА ое ЕВА СН... НОА ИН А у... 


Мы видим, однако, что эта замена не вызывает никакого изменения в пре- 
дыдущем разложении; отсюда следует, что приведенные два выражения 
тождественны; а так как они встречаются в указанном выше уравнении 
с противоположными знаками, то они должны взаимно уничтожиться. 

7. Таким образом мы получаем просто уравнение 


97 97 97 
97 (А с 9х о) 
в котором вместо 7 можно поставить Т, так как 7 = Т— У, а У ие дол- 
жно содержать в себе переменных &', Ф’, ©’,... (п. 3). 
Из приведенного уравнения видно, что величина 
9Т 9Т Ат ТГ ОТ ОТ 
— и —— |. — | — А — — 1 
468 5; -- 448 007 —- Доб де --. ЕД ЗЕ А Е, бо А ... 


16 Зав, ом. = Аналитическая механика. 
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необходимо всегда является постоянной по отношению ко времени Ь к ко- 
торому относятся диференциалы, обозначенные с помощью символа 4. Та- 
ким образом, если в эту величину подставить значения переменных &, $, 
Ф,..., ВЫраженные в виде функций $ и произвольных постоянных, выве- 
денные из уравнений какой-либо задачи механики, то переменная #{ сама 
собою исчезнет, каковы бы ни были те вариации, которым подвергнуты 
эти постоянные в величинах, снабженных символами би А. Здесь мы имеем. 
новое весьма замечательное свойство функции Т, выражающей живую силу 
всей системы, которое может дать общий критерий для суждения о точ- 
ности решения, найденного с помощью какого угодно метода. Но, как мы 
это покажем ниже, важнейшее применение эта формула находит для вариз- 
ции произвольных постоянных в задачах механики. 


$ П. Вывод простейших диференциальных уравнений для 
определения вариаций произвольных постоянных, обязанных своим. 
происхождением возмущающим силам. 


8. Теперь предположим, что после разрешения задачи, содержащейся, 
в диференциальных уравнениях п. 3, путем полного интегрирования этих 
уравнений, возникает вопрос о разрешевии той же задачи, но с прибавле- 
нием новых сил, приложенных к той же системе, причем эти силы напра-- 
влены к неподвижным цевтрам или же к центрам, движущимея каким 
угодно образом, и пропорциональны функциям расстояний ог этих центров. 
Эти новые силы, которые можно рассматривать как силы, возмущающие дви- 
жение системы, и которые имеют природу; подобную силам Р, 0, В,..., 
от которых зависит фуЕекция У, прибавят к этой функции аналогичную 
функцию, которую мы сбозьачим через — 9. Таким образом надо будет 
подставить только Г— © вместо У в уравнениях п. 10 (предыдущ. отдела) 
и, следовательно, — © вместо 2 в соответствующих членах уравнений 
п. 3, содержащих частные диференциалы 7 по &, %, ©,..., чтобы полу- 
чить уравнения новой задачи, которые, таким образом, будут иметь следую- 
ЩИЙ ВИД: 


ФЕИ СИ, 
[9 

ар = р 4, 
97 00 09° 

Чт — до = ду И, 


9. Если допустить, что нам известны выражения переменных &, $, ©,... 
через : и через произвольные постоянные в случае, когда правые чаети 
приведенных уравневий равны нулю, можно, сохраняя неизменными эти выра- 
жевия, но заставляя варьировать их произвольные постоянные, добиться 
того, что они будут полностью удовлетворять этим уравнениям; приведен- 
ный нами виже авализ и имеет своей целью дать простейшие формулы для 
определения этих постоянных, ставших переменными величинами. 

Прежде всего отметим, что число этих постоянных вдвое больше числа 
переменных &, %, 9,..., как мы это уже указали выше (п. 2), и, следо- 
вательно, вдвое больше числа уравнений, которые должны быть удовлетво-- 
рены; поэтому мы можем их подчинить еще некоторому количеству про- 
извольных условий, гавному числу этих переменных. 
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Наиболее простыми и в то же время наиболее подходящими для этого 
- 
являются условия, заключающиеся в Том, что значения“, и, от ‚... 
сохраняют тот же вид, как если бы постоянные величины совершенно не 
варьировали. При этих условиях не только пространства, проходимые телами, 
но и их скорости будут выражаться аналогичными формулами, как в том слу- 
чае, когда произвольные постоянные остаются неизменными, что имеет место 
при отсутствии каких-либо возмущающих сил, так и в случае когда, они 
варьируют вследствие действия этих сил. 

| Сверх того указанные условия обладают еще тем преимуществом, что 
диференциальные уравнения между новыми переменными они сводят к ура- 
внениям первого порядка, в результате чего мы получаем вдвое большее 
число уравнений, но зато лишь первого’ порядка. 

10. Если, как в п. 4, символ 6 применить для обозначения диферен- 
ниалов, получающихся исключительно вследствие варьирования произволь- 
ных постоянных, а символ Я относить только к диференциалам, взятым 
по времени $, то условия, о которых мы только что говорили, выразятся 
с помощью уравнений 

6—0, 84=0, 8б==0. 


Следует отметить, что в этих уравнениях все произвольные постоянные 
должвы одновременно рассматриваться как переменные, так что в дальней- 
итем символ 6 будет указывать на, совместную *) вариацию всех произвольных 
постоянных, — между тем как в формулах п. 4 и следующих тот же символ, 
равно как и другой символ А, означал вообще диференциалы, относя- 
шиеся к вариации всех постоянных, или же только некоторых из них, 
произвольно взятых. 

Итак, если варьировать все величины, то диференциалы &, %, ©,... 
будут просто 4, 4, 4%,..., или Гаь Ф’АЬ ©'4Ь..., как если бы варьиро- 
вало только зремя $. 

Таким образом функция Й в уравнениях п. 8 будет одной и той же 
независимо от того, будем ли мы произвольные постоянные считать перз- 
менными или нет; но если их рассматривать как переменные, то к дифе- 


97 97 90 с 
ренциалам @ ое", а РТУ, 4 де’. °° Следует прибавить члены Е 6 ия , 


97 
6 —,..., появляющиеся вследствие варьирования этих постоянных. 
д’ 2 э 
С другой стороны, соглаено допущению функции # и постоянных, вы- 
ражающие значения &, $, $... тождественно удовлетворяют тем же самым 
уравнениям, но только в том случае, когда эти постоянные не варъируют, 
отсутствуют вторые члены, каковы бы в остальном ни были их значения; 
отсюда ясно, что члены 
д д 97 97 97 97 
452—952 щ, а 92—02 98 02. 
0 0Е 00% 0% 90% 
должны взаимно уничтожиться и, следовательно, их можно наперед опустить. 


Таким образом для вариации произвольных постоянных мы будем иметь 
просто следующие уразнения: 


ф а 4... 


07 __ 09 97 _ 00 7 __ 09 
2 7 5Е 4 бор = 9 4 беде 9». * 


*) То-есть вариацию функций, которые замещают эти постоянные и которые 

в каждой задаче являются вполне определенными, так что их значение являетея 
функцией времени, вариация которого не имеет совершенно ничего произвольного. 
Прим. Бертрана. 


16* 
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последние следует скомбинировать с приведенными только что уравнени- 
ями 0Е==0, 5=0, 60==0,.... 

Так как число этих уравнений вдвое превышает число переменных 
4, ©,... И, следовательно, равно числу произвольных постоянных (п. 2), 
то их окажется достаточно для определения всех этих постоянных, став- 
ших переменными. 

11. Еели найденные нами только что уравнения помножить соответ- 
ственно на 4%, Дф, До,... и затем сложить, то мы получим 


^ 00 00 
АЕ ве -- 4$ Уи 5498 бы = (5 АЕ А- о 9 -| ...) 4. 


Выражения ДЕ, Аф, До,... означают здесь, как ив п. 4, диференциалы 
функций Ё, $, $,... в предположении, что только произвольные постоян- 
ные варьируют каким угодно образом, причем они могут варьировать все 
одновременно, или же могут изменяться только некоторые из них. 

Если @ рассматривать как функцию &, $, $,..., т0, продиференцировав 
согласно символу А, мы получим 


ло НЕ А Ар. Ле... 


555, 


Следовательно, мы будем иметь 


де 4 = 488 97. ОЕ 7 1 ф8 -02. 57 >-.. 


Вычтем из правой части этого уравнения величину 


(УЛ 
ЕЛ и -- 84 у Е ЗА эт. 


которая в силу условных уравнений 8 =0, 64 —=0, 6% =0,... равна нулю, 
тогда мы получим следующее общее уравнение: 


од! == Её я И... — 
97 
— А 5ь — Ау —вРА = 
АЕ Г 8" +... — 
24-7 — МАУ ва. 


поставив Г вместо й, как мы это сделали в пункте 7. 

Мы видим, что правая чаеть приведенного выше уравнения пред- 
ставляет собою ту самую функцию, относительно которой мы показали, 
что она должна быть независимой от времени # (п. 7); отсюда следует, 
что если в ней подставить значения & $, ©,... в функциях времени 
и произвольных постоянных, можно { положить равным нулю или какому 
угодно числу. 


12. Следовательно, если предположить, а это всегда допустимо, что эти 
` ОТ 0Т ОТ 
функции, а равно и функции, выражающие значения 9? 9 д. °° 
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разложены в ряды по восходящим степеням $, так что 
ааа --..., 
УВЕРЕН ..., 
о=АтЕЬТеИВ-..., 


д 


ор АНА -НА"В-..., 
ОТ , и т 
у = В-РЬЕЕЙ-Ь в-..., 
ОТ Г и д 
дат == УУР-у в—-..., 


® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® "у 


и если эти значения подставить в правую часть уравнения предыдущего 
пункта, то мы можем положить #{=0, в результате чего они сведутея 
только к своим первым членам а, В, 1,..., №, цв ,,... 

Таким образом указанкое уравнение примет следующий вид: 


Д@ 44 = Даб -- АВбь-- Ау бу... — ААдх — Дь 68 — Дуб —... 


18. Величины а, В, 1,...,^, м, у... Могут быть только функциями 
произвольных постоянных, вносимых двойным интегрированием в конечные 
выражения переменных $, 4, ©,..., и их можно также принять в качестве 
этих самых постоянных величин. 

Действительно, произвольными постоянными, придающими решению 
какой-либо задачи механики всю ту общность, какую она способна иметь, 
являются первоначальные значевия переменных, а равно первовачальные 
4 ах а 
а 3 ЧЕ , АЕ 9. °э 
в принятых нами для & %, ©... выражениях эти значения равны о, 
В, 1,.... 9, В, т. .. А так хах Т является заданной функцией 6, $, $,... 
И —_ ау 7 ___ ф 


и = — — 


Хо = —.... 
а? “ Ч? @ ›'°°? 


зкачения &, {, ©$,... И когда 1—0; таким образом 


то ясно, что если положить 1=0 


| 


ОТ 
в функциях 97 уз 3...» ЧТо их сведет к л, в, ,,..., ТО эти 


постоянные /, в, у... будут такими же функциями постоянных а, В, 1,..., 
ОТ ОТ ОТ 
0? 0? д ›*°° 
7 


шению к переменным & 4, ©,..., Е’, 4’, 9’,.... Следовательно, вместо 
того чтобы в качестве произвольных постоявных взять непосредственно 
а’, В’, {',..., можно взять и зависящие от них ^, №, у,.... Таким образом 
мы будем иметь а, В, 1,..., Л, ш, у,... в качестве произвольных посто- 
янных в выражениях для 6, $, $,...; причем, как мы видим, число этих 
постоянных ровно вдвое больше числа переменных &, $, ©,.... 

В соответствии с изложенным диференциал А®, в котором символ А 


должен быть отнесен только к произвольным постоянным, входящим 


а’, В’, 1',..., какими являются функции по отно- 
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в состав @ в связи ео значениями & $, $,..., содержащими эти посто- 
янные, — получит едет ВИД: 


9—5. Аа-- 5 8+ > А1--.. ‚Е 
+” мо Ар в АУ... 


Если это выражение подставить в первый член уравнения предыдущего 


пункта и расположить члены в порядке в соответствии се диференциалами, 
обозначенными символом А, то мы будем иметь 


90 


(5 @—8^ ) а -| (5-@— вы) в (3 &—в)м-... + 
(и -за АА (5, м-в) (5-9... = 


Так как диференциалам Да, 43,..., обозначенным символом А, можно 
дать любое значение, то необходимо, чтобы уравнение оставалось в силе 
независимо от этих диференциалов, что дает нам столько частных уравне- 
ний, сколько имеется постоянных, а именно 


0% ©. 09. 


09° 
(Ц —=— — да, 5. &=— 8, = —41,... 


90 
9%. 


14. Диференциалы, обозначенные символом 6, являются собственно 
диференциалами произвольных постоянных, ставших переменными (п. 10); 
а так как эти диференциалы могут быть теперь отнесены и ко времени $, 
то представляется допустимым и даже удобным заменить символ 6 сим- 
волом 4; тогда для определения новых переменных о, В, {|,...,^, №, 
мы будем иметь следующие уравнения: 


у, . э › 


0 № № Ш 
а’ а 0’ а д ”`**”? 
4) до д 09 а» 09 


как видим, эти уравнения имеют очень простой вид и таким образом дают 
наиболее простое решение задачи о варьировании произвольных посто- 
ЯННЫХ. 

15. Так как функция © содержит в себе величины а, 6, 1,..., ^, №, 
у...,› 10 и при частном диференцировании этой функции указанные 
величины следует рассматривать как переменные; но так как согласно 
допущению значение ©, зависящее от возмущающих сил, очень мало, то 
ясно, что и вариации этой величины будут очень малыми, а потому 
в первом приближении их можно рассматривать в частных диференциалах 
@ в качестве постоянных и принимать во внимание их изменчивость лишь 
при дальнейших приближениях. 

Обозначим через а, , “. .. т, №,... постоянные части а, В, 1,.... 
А) в, У,... и через а’, В, .., №, №, у... Их переменные части, 
которые, будучи одного Порядка с величиной ©, необходимо должны быть 
очень малыми, и пусть О-— значение, принимаемое величиной ®, когда 
а, В, 1,..., №, №... заменяются величинами а, В, с,..., Ь т, %,.... 
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Таким образом мы будем иметь 


а=а- а’, В=ь-- В’, =е-т,..., 
Х =)”, и=т-и, у=и-РУ,..., 


а ‘путем разложения мы получим 
00 00} 00 
ОР РВ щ т Е...1 


90, 00, 90 ,, 
Ро НР в 2... 


-- ® ® ох © ФФ Фо о ® ® . . © ° ® 
Диференциальные уравнения предыдущего пункта дадут 
‚90 ‚_ 0 ‚_ 00 
а —=— 5; % а8 — — 5 % а =— >. 4%..., 
00 


а = ба, а’ ба, а = 5 4ь...., 


так как очевидно, что частные диференциалы по о, В, 1,..., №, в, у,... 

могут быть отнесены в аналогичным величинам а, 6, с,..., [, т, п,.... 
Для первого приближения мы будем иметь 9 —=0, где О представляет 

0бою функцию только #; следовательно, путем интегрирования мы получим 


90 90 90 
@ =— 0 —_ эт т’ = Ч,..., 


у % 
[90 а [90 а [90 
А —-|- Г % у = [5 4, у —=-- 1554... 


Подставив эти значения в выражения для 9, мы получим для вто- 
рого приближения 


4, В’ = 


90 00 90 90 90 00 00 г9о . 
= Р-х }| жЯ— Я - т | 55 4—5 от @-Е 
—-. ® ® ® ® . ® ® Г] ® ® ® ® ® Фх = ® ® ® ® ® ® ® ® ® 


и так далее. 

16. Эдесь следует сделать одно важное замечание. Если функция О 
содержит в себе время только под знаком синуса или косинуса, то яено, 
что в первом приближении значение © будет содержать в себе только те 
же синус и косинус. Однако может возникнуть сомнение, не будет ли эта 
функция в дальнейших своих приближениях содержать в себе членов, 
в которых время $ находится вне знаков синуса и косинуса и которые, 
непрерывно нарастая, увеличивают значение ® до бесконечности и, таким 
образом, делают приближение неверным. 

Для того чтобы устранить это сомнение, отметим, что подобные члены 
могут произойти лишь от постоянной части ©, т. е. от части, которая 
совершенно не содержит в себе синуса и косинуса, заключающего в себе #. 

Так, пусть А будет этой частью, которая является функцией произ- 
вольных постоянных а, В, 1,..., ^, в, у,.... Тогда и О будет содержать 
з себе подобную функцию а, БВ, с,.... Ь т, п,..., которую мы тоже 
обозначим через А. 
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Подставив А вместо О в выражение ®, приведенное в предыдущем. 
пункте, мы получим во втором приближении ту часть ®, которая обязана, 
своим происхождением постоянной А; эта часть составит 


0А ОА 0А СА 0А ОА 9А дА 
и -^ т 6—5 % ГЕ 
Бак видим, здесь члены, содержащие в себе ЁЬ взаимно уничтожаются. 

Таким образом мы уверены, что второе приближение не содержит 
в @ какого-либо члена, который возрастал бы со временем # следовало бы 
однако еще посмотреть, не могут ли образоватьея подобные члены при 
дальнейших приближениях. 

Впрочем, тот же самый постоянный. член А мог бы еще дать в @ члены,,. 
умноженные на $, которые скомбинированы с непостоянными членами той 
же функции °; но тогда это Ь стоящее вне синуса или косинуса было бы 
одновременно умножено на синус или косинус углов, пропорциональных 
времени. То.же самое имело бы место, если бы коэфициент $ под знаком 
синуса или косинуса был функцией произвольных постоянных а, В, 1,..., 
так как в этом случае частные диференцировавия ® по этим постоянным 
вывели бы { из-под знака синуса или косинуса. Можно, однако, отметить, 
что вообще, когда последовательные приближения приводят к появлению 
членов указанного вида, в которых синус или косинус оказывается умно- 
женным на угол, стоящий под знаком синуса или косинуса, то этого рода 
члены почти всегда являются результатом разложения других синусов или 
косинусов и их можно избежать, интегрируя диференциальные уразнения 
непосредственно между произвольными постоянными величинами, ставшими 
ныне переменными. 

17. Хотя применевные нами произвольвые постоявные являются 
такими величинами, которые представляются нам более естественными 
и которые приводат в более простым результатам, тем не менее зачастую 
бывает так, что различные интеграции вводят вместо них другие посто- 
янные, которые, однако, могут быть лишь функциями первых. 

Обозначим вообще через а, 6, с,..., произвольные постоянные, кото- 
рые должны войти в выражения переменных &, $, $,..., причем число этих 
постоянных должно быть вдвое болыше числа переменных. Для того 
чтобы получить соотношения между этими новыми постоянными и перво- 


начальными, достаточно положить 1==0 в значениях функций &, %, $,..., 
ОТ ОТ ОТ 
97 5» др ›--- и полученные при этом результаты приравнять вели- 
чинам а, В, 1,..., ^, в, у,.... Указанным путем мы получим такое 
количество уравнений между различными постоянными, что с их помощью 
можно будет определить значения а, 6, с,... в функции а, В, {›° + -› 
А, и, У... 

Итак, мы будем рассматривать эти функции как известные; диферен- 
цирование нам тотчас же даст 


да да ‘да д да 
ва — Но. а -- в 8 4... - Я ®-+.... 


Следовательно, подставив найденные только что (п. 14) значения 
4а, 08,... и разделив на 4 мы получим 
а да 09 да 09° да 09 
Е — Го ба РР м. — 
да 009 да 00 да 09° 
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. „ 2 
Аналогичные выражения будут получены нами для звачений —, 
ас 


=... Для которых достаточно в предыдущем уравнении вместо @ 


поставить 6, с,.... 

18. Приведенные формулы содержат, однако, в себе еще частвые 
диференциалы @ по постоянным а, В, 1,..., И их следует заменить част- 
ными диференциалами по @, 6, с,..., что легко выполняется се помошью 
известных операций. 

Действительно, так как @ рассматривается теперь как функция а, 5, 
с,... И так как эти последние величины сами по себе являются функциями 
а, В, 1,...› ^, №, У,..., ТО согласно алгорифму частных диференциалов мы. 
тотчас же получаем 


аа 46 

и эти значения следует только подставить в выражения для 3-, з,... 
предыдущего пункта. 

Если произвести указанные подстановки и расположить члены в по- 


рядке по отношению к частным диференциалам ©, то мы прежде всего 


0° 44 оо 
увидим, что коэфициент =— в значевии —- равен нулю, что коэфициент — 


36 
в значении Е равен нулю и т. д. | 
Чтобы выразить с мы применим формулу (а, () = (а, с) = -- ... 
тогда мы получим 
я... 
(а, д ге Ве ПКЕ д 


Ч 
Для того чтобы получить значение —_ , следует только в приведенвых выше 


а 
формулах поставить 6 на место 4 и.а на меето 6, приняв при этом во 
внимание, что (5, а) = — (а, 6); таким образом мы получим 
46 90 98 


= (а Бы...) 


06 де 06 де 06 дс 
(6, = Ро а Ра в Ра :.: — 


06 дс 06 дс 06 дс 
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Вообще, если через Ё обозначить какую-либо из произвольных поетоян- 
ных а, 6, с,... и принять во внимание, что значение символов, выражен- 
ных двумя скобками, равно нулю, когда .0бе буквы, стоящие в скобках, 
тождественны, и что оно изменяет свой знак, когда порядок букв изменяется, 
то мы получим следующие ое орут 


ЕО + 9% +... 


0% р 0% 04а 0 да 
(№, а) = => = 5 ды ОВ. > ду 01 --.. 


ОК да ОК да ОК 04 


раанию — Чыичеьннимь — фурарчининые — сочные стык ое фироиииеыиые — бБНЫЧиЫЬ — бимыыччниыь —— Бринььниииа —— биниоиньниь 


да 0 бб м ‘°"? 


19. Приведенные выше формулы применяются главным образом в тео- 
рии планет для исчисления действия их возмущений путем сведения этого 
действия к вариации произвольных постоянных, являющихся элементами 
первоначального движения. Они особенко полезны для определения тех 
вариаций, которые астрономы называют вековыми, так как они имеют 
очень длинные периоды и не зависят от тех изменений, которые происходят 
в первокачальных переменных величинах. 

Уравнения п. 18 не содержат в себе никаких иных функций времени, 
кроме частных диференциалов функции 9; поэтому, когда определяют ту 
часть 4 функции ®, которая не зависит от времени { и содержит только 
произвольные постоянные а, 6, с,..., путем разложения в ряды или каким- 
либо иным способом, то достаточно в этих уравнениях поставить А вместо 
З и тогда мы прямо получим уравнения между величинами @, 6, с,..., 
которые стали переменными, и временем & эти уравнения послужат для 
определения их вековых вариаций, так как они совершенно свободны от 
всяких синусов и косинусов. 


$ Ш. Показательетво важного свойетва величины, выражающей жи- 
вую силу в сиетеме, находящейся под действием возмущающих сил. 


20. Произвольные постоянные, вариации которых мы только что дали, 
зависят от природы каждой задачи и могут быть определены только в 060- 
бых случанх. Существует, однако, одна постоянная, которая бывает пред- 
ставлена вообще во всех задачах, где ТУ является только функцией $, $, 
Ф,...; ЭТО — та постоянная, которую интегрирование должно прибавить к & 
в самом деле, так как диференциальные уравнения в этом случае содер- 
жат только элемент 4}, то ясно, что в конечных выражениях постоянных 
в функции $ всегда можно вместо $ поставить # плюс некоторая произволь- 
ная постоянная. 

Обозначим эту постоянную через К и отнесем к ней диференциалы, 
обозначенные в общей формуле п. 11 символом Д; тогда мы будем иметь 


АО => АК, 
№ АК, 


м АК, 
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Но так как 6, $, $,... являются функциями {-|- К, то ясно, что мы будем 
иметь 
де _@8 =/ 
0 а *°’ 
э также 
00 _ 4% , 9 _ № 
к —`в =, эк = а =»... 


Следовательно, 
ДЕ —ЕАК, Аф=—ч’АК, Ло=о’АК,.... 


По тем же основаниям мы будем иметь 


97 97 а 97 
07 _ ое ПЕТЯ 
Аз = ДК, Ау= —- АК,.... 
Но диференциальные уравнения пункта 3 дают 
д.22 02 
08 8 _ 08 
4 0’ ф 07° *? 
следовательно, 
(У 97 т. 97 97 
А 57 == 5Е АК, А у = 6 АА,.... 


"Таким образом благодаря указанным подстановкам и после деления на АК 
общая формула пункта 11 принимает поди ВИД: 


8-е `дЕГ 2-48 07 947 п я Р--.. 


РЕ...) 


Но мы имеем 
ев у 985 -.. 


97 97 07 97 
аж У идеи —..., 
а так как { по предположению должна быть функцией &, $, о, и &, 


Ф 


`{’, Ф’..., то мы будем иметь 
87 — Ея и м5 с8е-- - 5 Е газу ви 5 = в’ Е 
“Таким ото предыдущее траве преобразуется к следующему виду: 
, ‚ 07 , 
ее (Е ь НУ зу их 7 То м... —2): 


в этом уравнении второй член должен быть функцией произвольных по- 
‘етоянных и должен быть независим от $. 


21. Если вместо 7 мы поставим Т—УТ и вместо Ё’,, $’, х',... у 
а 
т) т. .. (1. 3), то легко видеть, что величина, 
0й 
И —- $’ а К‘ 
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представляет собою повершетно то же, что и следующая величина: 
Г 1 


а 9 ых т аФ--. -*” —Т-Р, 
которая, как мы знаем, всегда равна постоянной величине и которая сво- 
дитея к Т--Т (отд. ТУ, п. 14), откуда вытекает - уравнение Т-У=Н, 
выражающее принцип сохранения живой силы системы. 

Следовательно, если принять Н в качестве одной из произвольных 
постоянных, то для ее вазиации, вызванной возмущающими силами, содер- 
жащимися в функции ©, мы получим следующую весьма простую формулу: 


АН == 5 44. 


22. В этой формуле можно притти и другим, более коротким, путем. 
В самом. деле, если вернуться к уравнениям п. 8, сложить их, предвари- 
тельво помножив соответственно на 4, 0%, 4%,..., и проинтегрировать, 
применив при этом те же самые преобразования, которыми мы воспользо- 
вались в п. 14, предыдущего отдела, то мы прямо придем к уравнению 


а: я са ...)- 


В этом уравнении величина, стоящая под знаком интеграла, вообще говоря, 
не поддается интегрированию, так как функция © вследствие подвижности. 
которую можно предположить у центров возмущающих сил, будет помимо 
переменных &, +, ©... содержать в себе еше и другие переменные, неза- 
висимые от первых. 

В том случае когда никаких возмущающих сил не существует, мы 
имеем просто Г-- 7=Н. Яено, что эту форму можно сохранить у интег- 
рала, который мы только что нашли, если постоянную Н превратить в пе- 
ременную и положить 


00 
ан= 29° о а ое В 9 5 @е--..:3 


‚ Но очевидно величина 
< т с 42-.. 


есть не что иное, как диференциал @, если варьировать только величины 
Е, Ч $,..., которые зависят от первоначальных диференциальных уравне-, 
ний и которые согласко допущению известны в функции #-- К, где К. 
как и вп. 20 представляет собою постоянную величину, которая всегда 
может быть прибавлена к переменной {. А так как переменные &, $, © 

варьируют только со временем Ъ, то легко видеть, что рассматриваемая 


00 
величина представляет собою то же самое, что и О; следовательно, как 


К 
и выше, мы получаем уравнение 
ан _ 0 
@_ ОК ` 
23. Это уравнение может быть приведено к следующему виду: 
ан _ 9 | 
в 0’ 


при условии, что в частном диференциале ® мы будем варьировать вели- 
чину { только постольку, поскольку она содержится в выражениях перемен- 
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ных & %, ©,.... Из этой формулы следует, что если функция @® содержит 
время $ только под знаком синусов и косинусов, как это имеет место 


00 
в теории планет, то выражение —— будет содержать в себе только перио- 


дические члены, так как каждый постоянный член ® при диференцирова- 
нии по $ исчезает. Таким образом в первом приближении, когда произволь- 
ные постоянные, входящие в функцию 9, мы рассматриваем как абсолютно 


(919) 
постоянные, интеграл величины —/ Ч, т. е. значение Н, не будет содержать 


в себе членов вида № которые возрастали бы со временем +. Выше (п. 16) 
мы видели, что второе приближевие не может создать в ® члена, который 
не был бы периодическим; таким образом по отношению к величине Н 
этот вывод будет иметь силу еще и при втором приближении. 

24. Величина Г выражает живую силу системы и равна Н — ТИ. Когда 
система не возмущается какими-либо возмущающими силами, Н является 
постоянной величиной и живая сила зависит только от ускоряющих сил, 
содержащихся в выражении У, как мы это видели в п. 34 отд. Ш. Эта 
величина становится переменной, когда имеются возмущающие силы; следо- 
вательно, под действием этих сил живая сила тоже изменяется; однако из 
того, что мы только что доказали, ясно, что если выражение для возмущаю- 
цих сил является периодическим, то эти изменения могут быть только 
периодическими по крайней мере в первых двух приближениях. Этот вывод 
имеет большое значение для исчисления возмущений. 


ОТДЕЛ ШЕСТОЙ. 
0 МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ. 


Диференциальные уравнения любой системы тел бывают всегда инте- 
грируемыми в том случае, когда тела лишь очень мало удаляются от своих 
положений равновесия; тогда можно определить законы колебаний всей 
системы. Общий анализ этого случая, имеющего очень широкое распростра- 
нение, и разрешение некоторых относящихся сюда основных задач и со- 
ставляют предмет настоящего отдела. 


$ Г. Общее решение проблемы о малых колебаниях системы тел около 
их точек равновесия. 


1. Пусть а, 6, е— значения прямоугольных координат 2, 9, 2 тела т 
системы, когда последняя каходится в положении равновесия. Так как со- 
гласно допущению система при своем движении лишь очень мало удаляется 
от своего положения равновесия, мы имеем вообще 


х—=а-а, у=0--В, а=е--т, 
где переменные о, В, 1 всегда очень малы; следовательно, в диферек-, 
циальных уравнениях движения достаточно привимать во внимание первое 
измерение этих величин. То же самое имеет силу и по отношевию к другим 
аналогичным выражениям, которые мы будем отличать одним, двумя 
и т. д. штрихами для различных тел т’, т” и т. д. той же системы. 
Рассмотрим сначала условные уравневия, которые должны иметь место 
в соответствии с природой системы и которые можно представить в виде 
Ё=0, М=0,..., где Т, М,... являются задаввыми алгебраическими 
функциями координат х, 9, г, х’, У’,.... Так как положение равновесия 
есть одно из тех положений, которые система может занимать, то отеюда 
следует, что эти уравнения Г, —=0, М =0,... будут оставатьея в силе, 
если допустить, что 4, 9, 2, х’,... превратились в а, В, с, @’,...; отсюда 
легко притти к выводу, что эти уравнения не должны содержать в себе времени. 
Пусть, А, В,... величины, в которые превращаются Г, М,..., когда 
х, у, 2, 1'’,... превращаются в а, БВ, с, а'’,...; ясно, что если вместо д, 
у, 2, ’,..) подставить их значевия а-я, 6-- В, сл, а’-Ро’,..., то 
вследствие незначительности величин а, В, \, ©’,... мы будем иметь 


04 0А д.А 0А , 
В ы--& -..., 

0В д’ 
И=вВ----а Нат < --..., 


и тах далее. 


О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ 955, 


Таким образом, во-первых, мы будем иметь 
А=0, В==0,... 


по отношению к положению равновесия, во-вторых, мы будем иметь ура- 


внения 
9А 


да += а '-. 
Ва о т Ре =“--.. 


Эти уравнения дадут нам соотношения, которые должны существовать. 
между переменными о, В, 1, @’,... 

Если сначала пренебречь очень малыми величинами второго и высших 
порядков, то получаются линейные уравнения, пользуясь которыми можно 
значения некоторых из этих перемевных определить с помощью других; 
затем с помощью этих первых значений можно найти более точные зна- 
чения, приняв во внимание вторые, а по желанию и более высокие степеви. 
Этим путем можно получить значения некоторых из переменных а, В, |, “’,..., 
выраженных в виде разложенных в ряд функций остальных перемеввых,. 
а эти оставшиеся переменные будут тогда совершенно независимы друг 
от друга. 

Таким образом в большинстве случаев, если принять во внимание 
условия задачи, можно уменьшить число координат непосредственной под- 
стаковкой вместо них целых рациональных функций других переменных, 
независимых друг от друга и очень малых, значение которых в состоянии 
равновесия равво нулю. 

Итак, допустим вообще, что мы имеем 


х=а-р ааа... Нае-..., 

уже ЕЕ 0-Е... НЫ ..., 

ве ой Раз... На-..., 
и совершевно также относительно других координат д’, у’,...; величины. 
а, 6, с, а, 6.,... постоянные, а величины &, $, $,... переменные, очень 
малые и при равновесии равные нулю. 

2. Теперь необходимо лишь произвести указанные подетановки в знз- 
чениях Ти Г пункта 10 отд. ТУ. При этом достаточно принять во вни- 
мание только вторые степени, чтобы таким образом получить линейные- 
диференциальные уравнения. Прежде всего ясно, что значение 7 будет» 
иметь следующий вид: 


[ео +...]+ 
нара а о. 
если для сокращения НОЛлОЖИТЬ 
(1) =№ м (а: НЫ Ес), 
(2) =%эт (& 5 Не), 
(3) = № т (а: НВ 6), 


® ® ® ® ® ® ® © ® ® о) 
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(1,2) = № (аа -- 6,65 -[ с165), 
(1,3) =№ т (@%-Н 6: - в16), 
(2,3) = № т (аа. -Е 5565 -[- 6265), 
тде знак № означает интегрирования или суммирования, произведенные 
по отношению ко всем различным телам 7 системы и в то же время не- 


зависимые от переменных &, +, ©,..., а равно от времени $. 
Далее, если через Е обозначить значение алгебраической функции П, 


в которой вместо х, У, 2 поставлены а, В, с, то ясно, что общее зна- 
чение П выразится следующим обоазом: 


Р-Н (аа Раю. . аи 
Нью...) 


0 
Е (с -р оф ее...) 
с Е ЕЕ | 


да? 


5 (а-Наф-Назе- ...) Е-Ьф-Ню- .. ив 


- ЕЕ Ее -:.)8 Е 
2 96? 


® ® ® ® ® ® ® © ® ® ® ® э 


где достаточно принять во внимание только вторые степени переменных 


$, ф, Ф,. о фоя 
Если эту функцию умножить на т и проинтегрироваль согласно сим- 


волу №, то мы получим вообще 
2 2--... 
У=Н- НЕ НН... НРАВ 

Е 1,2] 8%-Е [1,369 -Е [2,3 №2- ...; 
Н =$т Е, 

Е Е Е 
Н,= т (и НЫ Зы е, + ), 

Е Е де 
Н= т (ыы ), 


Е Е 0Р 
Нуб т (и о 9 } 


э ®* р] о ® ® Ф ® ® ® ® ® ® © ) 


‚д Е Е 
ая ЕР Е а 5=-Н 


) 

| 
Е ФЕ Е р 

-Е 24,61 доб Г 24461 ба дв 26161 оБде | 


( 

| 

4 

| 

( 

[ 9 ‚РЕ, .0Е 

| 4, те Е ба зы + 8 Э= Е 
И 
( 


р К 
Рав брбъ РЁ 2496 боб Г 26565 95 дб 


[2] =8»м 
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‚2, о. Е 
| ‘РИ т ад + | 
[81 = Е гр! 
( —- 2436 3 да еоь-Н 2аубззи бе Е ве т дс } 
нат да? = б 5 92 сс 2 я | 
11,2] =№т { „} 
|-- @:6 „= 456) мБ (а, с» Г ас) да да дв ба №.) 55 6 дс 5 | 
Е 02 - 
| 103 5 даР 50,6 = о | 
41,3] =№ т { 
И-Е (5 з-- 436 1) да ии у да ыы д а 
2,2| = 02 ) 
Е о-в) дао (бабу Е бо) зоб Е 2 9) Зое 


3. Вогда, таким образом значения Ги Г’*’выражены в качестве функ- 
ций & 4%, ©,..., независимых друг от друга, уже не приходится больше удо- 
влетворять какому-либо условному уравнению; а так как величина Г содержит 
в себе только диференциалы переменных, то для движения системы тотчас 
же получаются следующие уравнения 


37 ЗИ 5, Зи 57 зу 
ЧЕ - Е ==0, Ау -Р зу =0, 4,5 =0, 


Г] Га ® ® ® ® ® ® ® ® ® Ф ® ®* 


число которых, как видим, равно числу переменных. 

Эти уравнения должны иметь силу и в состоянии равновесия, так как 
‚если система однажды находилась в равновесии, то она всегда сама собою 
остается в этом положении. Но в состоянии равновесия согласно условию 


мы всегда имеем х==а, у==0, 2==0; %’==4’,...; следовательно, & =0, 

4& $ Ре 

9—0, Ф=0,..., равно как =; =0, 2 =0... $ ав 2=0,.... Поэтому члены 

й ОГ ОТ ВУ Г би т 
Е › бат›--: Равны нулю, и члены 2, г, 5_,... превращаются в Н,, 

Но, Н.,... Следовательно, мы будем иметь 


Н.=0, Н,=0, Н.=0,.... 


‘Таковы условия, необходимые для того, чтобы а, БВ, с, а’,... являлись 
значениями ©, у, 2, х’,... в состоянии равновесия, как мы это предпо- 
ложили. 


В самом деле ясно, что 
а7=%т(Рар-- 9 аа-- Ви...) 


выражает сумму моментов всех сил тР, то, тВ,..., которые приложены 
ко всем телам 27 системы и которые в состоянии равновесия должны взаимно 
‚друг друга увичтожить; поэтому согласно общей формуле, данной в отд. П 


17 Зак. 524. — Аналитическая механика. 
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части Т, несбходимо, чтобы АТ равнялось нулю по отношению к каждой из 
независимых переменвых; следовательно, 


7 7 И 
== ==0, =1- == 0, Ч — 0, 
0 0 бо 


будут условиями равновесия; а так как последние согласно допущению 
соответетвуют &=0, +$==0, о=0,..., то мы будем иметь 


Н.=0, Нь=0, Н.=0,.... 
Таким обгазсм в выражении Г первые измерения переменных &, %, 5,...- 
всегда исчезают. 
Поэтому, если в общие уравнения подставить значения Ти Г и при- 


равяять Н,, Нь, Н.,... нулю, то мы получим следующие уравнения дви- 
жевия системы: 


0—1 (а, реа, 3) --... +1] -- п, 9-3] е--..., 
== (2 + (2) ОЗ... НФ 2 Е-Е 2] + ..., 
о + а, ао, Уз ‚+ [В] ФЕ ьз] Е [2,3] ..., 


4 Г ® ® ® ® ® ® . ® 


Так как эти уравнения при линейной форме имеют постоянные коэфи- 
циенты, то с помощью известеых методов оъи могут быть проинтегрированы 
совершено точго и в общем виде. 

4. Можео свачала допустить, что в этого рода уравнениях переменвые 
находятся между собою в постоянкых отношениях, так что мы имеем 


ф = [5, Ф == 9,...; 


е помощью этих подстановок приведенные уравнения примут следующий 
ВИД: 


[< -- (1,2) 7+ а,з)9-.. 19% Нан о, 2 7-- 0,3] 9-Е...) ==0, 
[(2) Р- (1,2) - (2,3) 9-.. 19 ++ (ЛА 21-5 [2] 9--.. )Е=0, 
ЕС тевгт.. а -Е (81 9-Е [1,31 - [2,3] ит ...)8=0, 


® ® ® ® ® ® ® ® ы . © 


ИЗ НИХ получается СИ = 0, если положить 


4 
.— ШИПА... _ МАИ Зи... 
ООЗРЕаь9+..  @<Е-аэ-е@зу-... 


— Фи 0.8] -- В] А... 
(в 9- (2,3) - (2.8) Р-... ° 


Как видим, число этих уравнегий равно числу неизвестных |, 9,...,Ё; 
следователь: о, ови полЕостью определяют эти неизвествые. Сохраняя 
член К в тачестве пегтвого члеа и умвожая его на знаменатель второго 
члета, мы получаем ливейкое уравневие отвосительно ][, 9,...; если затем, 
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пользуясь одним из известкых методов, исключить эти величины, то, как 
это легго увидеть из общих формул исключегия, для К получится уравке- 
ние, стецевь тоторого равза числу уравьег ий, а следовательно, и числу 
рассматриваемых диферевциальвых уравеегий. Талим образом для # полу- 
чится определенное число различьых зьачевий, соответствующее количеству 
диферевциальвых уравкеьий, причем каждое из этих зьачекий, будучи 


поставлено в выражевия [, 9,..., даст соответствующие зьачевия этих 
величин. 


тат у ® 


Е = Езт (И Ё-Ре), 


где Е, = — произвольные постоянные; а посгольку мы допустили, что 
ф= [{, о=49,... мы получим татже значения %, о,.... 

Нриведевное решение является, правда, тольго частным, но можно 
в то же время получить и второе, третье и т. д. реше ия — соразмерно 
числу зьачегий А; следовательно, если все эти решения соедивить, мы 
получим общее решекие, так тат, с ОДЕОЙ стороьы, сумма часттых значений 
, 4, ©... одигаково удовлетворит диференциальным уравнегиям в силу 
их линейЕого вида, а с другой стороты, эта сумма будет содержать в себе 
вдвое большее число п: оизвольгых постся ных, чем имеется уравьекий, и, 
следователь: о, —так таз такое число этих постояньых, сколько их могут 
допускать общие интегралы. 


Обозначим через К’, А”, К”,... газличтые зтачения Ё, т. е. корни 
уравневия отт осительно Ё, а чегез |’, 9’,..., Ё’, 9',..., Ё”, 9”,...— в00т- 
ветствующие звачевия Г, 9,... и возьмем гавпое количество произвольных 


постоянных Е’, Е”, Е”,..., а также произвольеых углов ©”, =”, е”,...; 
тогда мы получим следующие польые з+.ачения &, +, ©,.. 


= Е’ вт (ГИУ =’) -- Е’ (И =") Е" эт ВУ” г”) ..., 
=" зщ (КИК) -- "Е" т (ВУ | =") -- 

РЕ” зщ (ВУ =”)-..., 
ф=9’ Е’ эт (КУН НЕ зв У -- =”) 

НЕ" эт ПУ" =") ..., 


в которых произвольные величивы Е’, Е”, Е”,...; =’, г”, г”,... зависят 
. (15 а 4: 

от тех звачевий, какие $, 4, 9,... и -,, -,, 2: э. .. привимают, когда 

}=0, т. е. при ЕачальБом состоягии системы. 

В самом деле, если в тайден: ых выраже! иях для 6, $, ©,... положить 
{—=0 и привять в качестве задае1 ых згачения &, , ©,..., то мы получим 
линейвые уравневия между теизвест! ыми Е’ ше’, Н”=ште”,..., с помощью 
которых можеЕо определить таждую из этих теизвесттых величин. Точно 
так же, если в диферегвниалах этих же вы! ажегий положить #=0 и опять 

4+ @а% 4: 
принять в качестве задазтых з:ачевия =, ,, м-н то мы получим 
вторую систему линейвых уравеекий между Ё’ с03=', Е” с0зе”,..., которые 
послужат для их определе ия. Узазаъьым путем можно легко получить 


17% 
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УТЛОВ ©’, ©',.. 


Однако мы изложим здесь более простой способ прямого определения 
этих неизвестных, при котором не приходится прибегать к весьма много- 
численным операциям исключения. 

5. Отмечу прежде всего, что если сложить диференциальные уравнения 
п. 8, умножив предварительно второе из них на [, третье на 9 ит. д. 
и положив для краткости 


р= (И - (1,2) 7--а,3) 9-Е ..., 
Р= [И -- 1,2] 7-Е ПЗ] 9-..., 
4 == (2) Г-Е (1,2) (2,3) 9--..., 
@ = [2] А-- [1,2] [2,3] 9--..., 
и — (3) 9- (1,3) (2,3) 7- ..., 
В = [31 9-1 [1,3] -Р [2,3] 1-..., 


значения Е’, Ё”,..., равно как %0е’, №'е”,... и, наконец, значения самих 


мы получим следующее уравнение: 
ФЕ | 4? 4 
Ра а... РР Ве... =0. 
Но уравнения пункта 4 дают 
Р=фр, 9=ы, В==Ы,.... 
Следовательно, предыдущее уравнение принимает следующий вид: 
(Е 9-ю... 
ие -р...)=0, 
интеграл которого равен 


ато... =Гэт @У-Н», 


где Ги ^ — две произвольных постоянных. 

Приведенное ураввение должно иметь силу одинаково для всех различ- 
вых вначевий #, которые вытекают из тех же условкых уравнений и кото- 
рые мы обозначим через #', {",.... Следовательно, обозьачив через р’, р”,..., 
4’, 4',... соответствующие зкачения р, 4,... и введя различеые п .оизволь- 
ные постоянные Г’, Г”,...,^', \",..., мы получим следующие уравнения: 


реа го-Н... = Г/ зв (ИР - №), 
Р-Н о... = Уз И -^"), 
РЕ 9" Ну” и = Т/" т (27054 -- ^"”), 


Эти уравнения вместе с тем послужат для определения значений , 9, 
$... причем ясно, что эти значения должны совпасть с вайденьыми выше 
(п. 4), так как и те и другие получаются из одвих и тех же дифе: евциаль- 
ных уравнений. Таким образом, если в приведенвые уравнения подставить 
значения, найденные в указанном пункте, то ови должны тождественно 
удовлетвориться. 


О МАЛЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ 261 


Отсюда легко притти к заключению, что для первого уравнения мы 
получим 
№ =’, ПИ = (Рая...) Е’, 
и затем 


Е Ра’ д” -Н ... =80, р’. Р-Н а" ... = 0,...; 
аналогично для второго уравнения мы нолучим 


д" — в”, Т” = (р’ ча" Е д" -- .. .) Е", 
и затем 


Рана’ ... — 0, Ра" ... — 0. .., 


и так далее во всех остальных случаях. 
Подставив в указанные выше уравнения вместо /’, Г’, №", Г”, \", 
Г”,... найденные нами только что значения, мы получим следующие урав- 


реву ИЕ 


В 


, —_ ВЕ або то... 
Е” ЗИ”) рр 


которые являются обратными по отношению к уравнениям пункта 4. 

Определение произвольных величин ЕЁ’, Ё”,..., г’, е',... теперь уже 
не вызывает никаких трудностей; в самом деле: 

1) если положить {=0, то первые члевы приведенных выше уравнений 
превратятся в Е’зш=”’, Е” з5те”,..., вторые же члены все известны, есжи 
допустить, что значения &, %, ‹,... в первое мгновение задавы; 

2) если эти же уравневия продиференцировать и затем положить # == 0, 


то пегвые члены будут равны 
[” 7 / И тли ША 
Е’ 0$ =’, КЕ” с05е°,..., 


вторые же члены тоже будут все известны, если рассматривать в качестве 


4 ау аф 
заданных значения —,„, д, дь›...» Когда {—=0. Следовательно, и так 
далее. , 
6. Таким образом разрешение задачи свелось только к онределению 
величин К, |, 9, й,...; Но, как мы видели в пункте 4, это определение 


зависит от решения уравнений 


фЕ—Р=0, 9А—0=0, 7 —ВЕ=0...., 


если для величин р, 4, 7,..., Р, 0, В,... сохранить выражения, давные 


в пункте 5. 
Но если через А обозначить значение, которое принимает величина Т’, 
4 а а 
когда вместо ре а ... Поставлено е, [, 9,...и через В — значение 


той части величины У, в которой переменные &, $, ©,... образуют функцию 
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второй степени, когда эти переменкые точно так же заменевы величинами 
е, |, 9,..., То легко увидеть, в чем можно было бы убедиться и а рг1о1, 
что мы получим 


А А А 
- 5? Ч? "= од. 
0В 0В 0В 
Р = де э 4—9, А —= 99 ?°` . 5 


если затем положить е =1. 
Следовательно, вообще, если положить А — В == К, то уравнения для 


определения неизвестных [, [, 9,... приобретут следующий вид: 
0К 0К 0К 
`де 0, 9 0, 09 0,. р) 


если положить е=!. Таким обгазом, так как величина А образуется не- 
посредственно из величин Ги У, можно искомые уравнения вайти прямо, 
не прибегая к выводу их из диферегциальных уравнений движения системы. 

Теперь отмечу, что так как К представляет собою однородную фувкцию 
двух измерений е, }, 9,..., мы в силу свойства этого рода функций, 
доказавного в пункте 15 отдела ПУ, имеем 


> К К К 
2 РР -Р9 о Г... 


Поэтому мы имеем также К =0; следовательно, известные величины 
Г, 9, й,... должны быть такими, чтобы не только величина К была равна 
нулю, но чтобы и каждый из ее диференциалов по отношечию к этим 
неизвестным тоже был равен нулю; отсюда, следует, что величина К, которую 
мы рассматривали в качестве фувкции этих неизвествых и которая зависит 
от уравнения К =0, должна быть максимумом или минимумом. 


ОК 
Если положить сначала е==1 и вместо -е = 0 взять уравнение К = 0, 


то для определения неизвестных р, 9, й,... мы получим уравнения 


ок _ о эк 
д — 3 99 оо 

К 
Следовательно, если сначала определить значение { из уравнения —- =0 


оф 
и подставить его в уравневие К==0, то это уравнение перейдет в К’ = 0; 
/ 


9К` 
затем следует лишь положить ча =0 и значение д, выведенное из этого 
последнего уравнения, тоже подставить в уравнение К”==0; тогда, на- 
и 


звав полученное уравнение К”==0, мы снова положим ——==0, и так 


далее. Указанным путем мы придем к окончательному уравнению, которое 
уже не будет содержать в себе неизвестных Г, 9, Й,..., а лишь величину 
К и которое будет искомым уравнением относительно Ё, корни которого 
были выше обозначены через {”, К”, К”,.... 

Это уравнение можно представить и в общем виде, если принять во 
внимание. что так как величивы [, 9, й,... образуют в значении К только 


., 0К дК? 
совокупности двух измерений, то величина 2К ор необходимо бу- 
дет свободна от |, а ее диференциал относительно [ будет иметь вид 

33 К. 
Ков 4р и, следовательно, будет равен нулю. Таким образом можно будет 


з 
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К 0К? 
02 д’ 
неизвестные 9, й,... будут тоже представлены только во втором измерении, 


к’ ОК” 


то можно будет точно так же положить К” = 25 о, и так далее. 


Последняя из величин К, К’, К”,..., будучи приравнена вулю, и даст 
искомое уравнение относительно #. Конечно, это уравневие может повыситься 
до более высокой степени, чем это необходимо, вследствие существовавия 
посторонних множителей, введенных в уравнения К”=—0, К” -==0,...; во 
если эти уравнения разложить и постараться постепенно освободиться от 
этих множителей и затем взять для значений К”, К”,... только первые 
члены, упрощенные указанвым путем, то оковчательное уравъение само 
«6бою сведется Е тому виду и степени, которые оно должно иметь. 

Что касается значений /, ‚9,...› То их можно затем определить с по- 
мощью уравнений ор, =. .., Причем следует начать с поеслел- 
него уравнения и затем путем последовательной подстановки найденных 
значевий дойти до первого. 

` Т. Так вкав приведенное выше решение основано на допущении, что 
переменные 5, $, ©,... представляют с06б0ю очень малые величины, то для 
того, чтобы это решение было законным, требуетея, чтобы указанное допу- 
щение фактически осуществлялось; а это требует, чтобы все корни К’, 
К’,... были вещественными, положительными и нераввыми между собою 
с тем, чтобы время $, возрастающее до бесконечности, всегда находилось 
под знаком синуса или косинуса. Если бы некоторые из этих корней были 
отрицательными или мнимыми, то вместо соответствующих синусов или 
косинусов они ввели бы вещественкые экспоненцийльные величины, а если 
бы оьи были просто равны между собою, то они ввели бы алгебраические 
степеви дуги; в этом можно убедиться с помощью известных методов: 
в первом случае введя вместо синуса или косинуса их мнимые экспонен- 
‘циальные выражения, а во втором случае допустив, что равные корни 
отличаются друг от друга на бесконечно малые неопределенеые величивы; 
но так как изложение этих случаев не представляет интереса для рас- 
сматриваемого нами вопроса, мы на нем не будем останавливаться [23]. 

Если условия вещественности и неравенства коэфициентов при { вы- 
полнено, то ясно, что наибольшие значения &, $,... будут меньше суммы 
величин ЕЁ”, Е”, Е”,....ГР Е’, РЕ’, р" Е,..., если весе эти величины 
взять с положительным знаком; следовательно, если эти различные суммы 
очень малы, то мы можем быть уверены, что и значения переменных тоже 
будут всегда очень малыми. 

Но так как коэфициенты Е’, Е”, Е”,... являются произвольными 
постоянными и зависят только от начального смещения системы, то воз- 
можно, что переменные &, %,... будут очень малыми, хотя бы среди величин 


УР, УЁ,,... некоторые были мнимыми или равными между собою. В самом 
деле, для этого достаточно, чтобы соответствующие величины Е’, Е”... 
были равны нулю, и тогда члены, возрастающие вместе со временем & 
исчезнут. В этом случае решение, не будучи точным в общем смысле, будет 
однако правильным в частном случае, когда имеет место указанное выше 
условие [30]. 

3. Существуют методы, с помощью которых можно определить, имеет 
ли заданное уравнение, какой бы степени оно ни было, сплошь веще- 
ственные корни или же нет, и в случае их вещественности — судить об их 
знаке и о существовании между ними равных корней; но так как примене- 


положить К’=2К а так как оставшиеся в этой величнне К” 
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ние этих методов всегда несколько утомительно, мы сейчас изложим 
несколько простых и общих признаков, с помошью которых в большом 
числе случаев можно судить о виде интересующих нас корней. 

Если взять уравнения К=0 или АЁ— Б —=0 (п. 6), то мы имеем 


В 
=; но легко видеть, что величина А всегда необходимо имеет поло- 


жительное значение, в то время как Г, 9,... являютея вещественными 


величинами, ибо функция Т, из которой приведенная величина получается 
путем подстановки 1, [, 9 вместо 4 4. 

79° *° а’ 4’ & ?°° 
пункт), составлена из суммы большого количества квадратов, умноженных 
на необходимо положительные коэфициенты. Следовательно, если и величина, 
В всегда положительна, что имеет место в том случае, когда часть функции 
У, в которой переменные &, $, $,... образуют функцию второй степени, 
может быть приведена к тому же виду, что и функция 7’ — вель величина Б 
тоже получается из указанной части У путем подетановки 1, |, 9,... вместо 
4, 9,....— То мы уверены, что значения К, т. е. корни уравнения отно- 
сительно Ё, будут всегда положительными во всех тех случаях, когда они 
будут вещественными. 

Обратно, если величина ВБ всегда отрицательна, что бывает в том 
случае, когда она составлена из большого количества квадратов, умножен- 
ных на отрицательные коэфициенты, то вещественные корни Ё все будут 
отрицательными. В этом последнем случае решение не может быть удовлетво- 
рительным, так как тогда корни уравнения относительно # могут быть 
только мнимыми или же вещественными и отрицательными, и, следовательно, 
выражения для переменных &, %,... необходимо будут содержать в себе 
время 1 вне знаков синуса и косинуеа. 

В первом случае, когда В положительно, мы видим только, что если 
корни вещественны, то они необходимо должны быть положительными; 
однако, пожалуй, было бы трудно доказать, что вее они действительно 
должны быть вещественными; можно, однако, иным путем убедиться, что 
это должно быть именно так. 

В самом деле, принцип сохранения живых сил, доказанный нами 
в У отд. Ш, дает уравнение Г-- У== 0136 (п. 14 отд. 1У), воторое 
всегда имеет место, так как Ти Г являются функциями, не содержащими 
в себе $ (п. 2). Но если обозначить через У” ту чаеть Г, которая содер- 
жит в себе члены второй степени, то Г= Н- ТУ’, так вак Н, =0, Но ==0, 
Нз==0,..'. (п. 3); тогда мы имеем 


Т-- Н- У’ = в0п8 = (7) Н-Е (Т”, 


если обозначить через (Т) и (Т’) значения Ти Г’ в первое мгновение. 
Следовательно, 
ТР’ = СГ)- (7). 


Так как 7 посвоему виду— всегда величина положительная, то если и Г” 
положительно, мы необходимо имеем То и Г’<(Т)-Р(Т’); таким 
образом зчачение 7”, а следовательно, и значения переменных &, $, $,... 
будут всегла находиться в заданных пределах, которые зависят только от 
начального состояния. Отсюда ясно, что упомянутые переменные не могут 
содержать в себе времени { вне знаков синуса и косинуса, так как в по- 
добном случае они могли бы возрасти до бесконечности. Но если значение 
В постоянно положительно, то и значение Г’ тоже положительно; следо- 
вательно, корни уравнения относительно & необходимо все будут веще- 


. (указанный выше 
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ственными, положительными и неравными (п. 7) и стало быть решение 
будет всегда удовлетворительным. 

В последнем случае состояние равновесия, из которого система была 
смещена, является устойчивым, так как система возвращается к нему или 
всегда стремится вернуться с помощью очевь малых колебаний; во всяком 
случае система всегда может отклониться от него лишь на очень незначи- 
ельную величину [31]. 

9. Совершенно таким же путем в конце отдела Ш статики (п. 23 и след.) 
мы доказали, что когда функция П является минимумом в состоянии рав- 
новесия, то это состояние является устойчивым; в самом деле, легко видеть, 
что функция, обозначенная в п. 21 упомянутого отдела через П, предета- 
вляет собою ту же самую функцию, которую мы здесь обозначили через У, 
так как и та и другая является интегралом суммы моментов сил, дей- 
ствующих на различные тела системы, — суммы, которая при равновесии 
должна равняться нулю. Но так как мы имеем 7 = Н-+- Г’, а ТУ’ еодер- 
жит в себе переменные & $, ©... только во второй степени, то озсюда 
следует, что Г будет минимумом или максимумом в зависимости от того, 
будет ли значение Г положительным или отрицательным, если этим пере- 
менным дать произвольные значения. Следовательно, равновесие необхохимо 
будет устойчивым в том случае, когда Г является минимумом (п. 8). 

Еели же, наоборот, 7 является максимумом, то так как величина У” 
всегда отрицательна, величина В тоже будет отрицательна, ибо если положить 


ф—=/Е 9=06,..., 

то значение Г’ будет равно В (п. 6); а в силу того, что мы хоказали 
в предыдущем пункте, выражения переменных необходимо будут содержать 
в себе члены, в которых $ будет находиться вне знаков синуса и косинуса; 
следовательно, в этом случае равновесие не может быть устойчивым, так 
как система, будучи хоть сколько-нибудь смещена из него, будет все 
`больше от него удаляться. Эта вторая часть теоремы, упомянутой в ука_ 
занном месте. статики, не могла там быть доказана за отсутствием необхо 
димых для этого положений; поэтому мы перенесли ее доказательство 
в динамику, и приведенное нами выше обоснование этой части теоремы 
является вполне исчерпывающим. 

10. Впрочем, между двумя указанными состояниями абсолютной устой- 
чивости, при которых система, будучи каким-нибудь образом хоть немного 
выведена из состояния равновесия, либо сама собою стремится вернуться 
к последнему, либо стремится от него все больше и больше удалиться, — мо- 
гут существовать и состояния условной и относительной устойчивости, при 
которых восстановление равновесия зависит от начального смещения 
системы. Если некоторые из значений У { являются мнимыми, то соответ- 


ствующие члены в значениях переменных содержат в себе круговые дуги 
и равновесие, вообще говоря, не является устойчивым; но если коэфициенты 
этих членов оказываются равными нулю, что зависит от начального ео- 
стояния системы, то круговые дуги исчезают и равновесие может быть 
еще признано устойчивым, по крайней мере по отношению к этому частному 
случаю [37]. 

11. Когда все значения УЁ вещественны и неравны между собою 
и, следовательно, когда равновесие является устойчивым, выражения всех. 
переменных составлены из такого количества членов вида 


Езт 4 УЁ--), 


сколько имеется переменвых. 
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Но этот член представляет очень малые и изохронные колебавия про- 
стого маятника, имеющего длину -, где д означает силу  тажести. 


Таким образом колебания различных тел системы можно считать как бы 
составленными из простых колебаний, аналогичных колебаниям маятников, 


длины которых равны -”_, -%, -7 


|’ ? й” ? 1/7?" °* 


Но так как коэфициевты Е”, Е”,... являются произвольными и зави- 
сят только от начального состоявия системы, можно это состояние всегда 
предположить таким, что все коэфициенты, за исключением какого-нибудь 
одного, равны нулю; тогда все тела системы будут совершать простые 
колебания, аналогичные колебаниям одного и того же маятвика; отеюда 
видно, что одна и та же система способна совершать столько различных 
простых колебавий, сколько она содержит в себе движущихся тел *). Таким 
образом, вообще говоря, любые колебания системы составляются только 
из всех простых колебаний, которые могут иметь место в силу природы 
системы 

Давиил Бернулли отметил это сложение простых и изохронных коле- 
баний при движении колеблющейся струны, нагруженной множеством мел- 
ких грузов, он рассматривал его как общий закон всех малых взаимных 
движевий, которые могут иметь место в любой системе тел. Единствен- 
ного случая, подобного случаю колеблющихся струн, не было достаточно 
для того, чтобы установить этот общий закон; однако тот анализ, который 
мы только что дали, обосновывает этот закон вполне надежно и в общем 
виде; из него видно, что какими бы неправильными нам ни могли пока- 
заться малые колебания, наблюдаемые в природе, ови всегда могут быть 
сведены к простым колебаниям, число которых равно числу колеблющихся 
в той же системе тел. 

Изложенпое является следствием, вытекающим из природы линейных 
уравнений, к которым сводятся движевия тел, составляющих любую си- 
стему, когда эти движевия очень малы. 

12. Когда значения величин И, И’, УЁ’,... несоизмеримы, то 


ясно, что и периоды этих колебаний тоже несоизмеримы и, следовательно, 
что система никогда не может вернуться к своему первоначальному поло- 
жению. 

Но если эти величины относятся между собою как рациональные числа 


и если их общая ванбольшая мера равна , то легко видеть, что по исте- 
2п 


чении времени 9=-;, где п соответствует углу в 180°, система всегда, 
возвращается в одно и то же положение. Таким образом 9 является пери- 
одом сложного колебания всей системы. 

13. Данное нами только что решение требует, чтобы заданные коор- 
динаты могли быть выражены с помощью функций, которые разлагаются 
в ряд по степеням очень малых переменных величин и которые в состоянии 
равновесия равны нулю, как мы это допустили в пункте 3. 

Но, как мы видели, это возможно только тогда, Когда условие урав- 
нения, будучи разложены в ряд, содержат в себе первые степени пере- 
менных, рассматриваемых нами в качестве очень малых величин, так как 
прежде всего эти члены дают уравнения, разрептимые рационально, а затем, 


‘') Чиело простых колебаний равно не числу движущихся тел, но числу неза- 
висимых переменных. Впрочем, это отмечает и сам Лагравж в начале параграфа. 


Прим. Бертрана. 
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пользуясь методом рядов, можно получить все более и более точные 
рациональные решения. 

Тем не менее, может случиться, что в одном или нескольких условных 
уравнениях отсутствуют члены первого измерения; это, например, может 
случиться, когда в уравнении Г =—=0, значевия координат для равновесия 
таковы, что они превращают в нуль не только Г, нои каждый из первых 
его диференциалов: в самом деле, тогда мы имеем 


94 о 954“ 0., 
да 


и уравнение Г, —=0 содержит в себе только вторые и более высокие сте- 
пени о, В, 1, “’,... (п. 1). Следовательно, если в этом случае координаты 
выразить в функции независимых переменных, то эти функции уже не 
могут быть рациональными, и диференциальные уравнения не будут ни 
линейными, ни даже рациональными. Таким образом допущение очень 
малых движений системы тогда уже не приведет к упрощению решения 
задачи или во всяком случае не даст возможности применить к ней тот 
общий метод, который мы изложили выше. 

Для того чтобы разрешить такого рода задачи простейшим образом, 
следует сначала отвлечься от условных уравнений, в которых первые 
степени переменных уже не представлены, и этим путем притти к тем 
выражениям для Ги Г, которые приведены в п. 2. Ё этому выражению И 
следует затем прибавить первые члены условных уравнений, которые еше 
не были приняты во внимание, причем каждое из них следует умножить 
на неопределенный коэфициент, который при диференцированиях в смысле 
б следует рассматривать в качестве постоянной величины; тогда в этих 
членах, полученных из условных уравнений, достаточно будет принимать 
во внимание более низкие степени очень малых переменных. Отсюда можно 
‘будет обычным образом найти диференциальные уравнения, после чего 
все дело сведется к исключению неопределенных коэфициентов. 

Еели бы условные уравнения оказались второй степени и если бы 
неопределенные коэфициенты можно было рассматривать как постоянные 
величины, то значение Г сохранило бы еще тот же вид, какой оно имеет 
в общем решении; следовательно, его можно было бы применить и в этом 
случае; после этого следовало бы определить коэфициенты таким образом, 
чтобы были удовлетворены условные уравнения. Таким образом можно 
всегда начинать с того, чтобы сделать указанное выше допущение, а затем 
посмотреть, могут ли удовлетворить условным уравнениям те значения, 
которые при этом получаются для переменных; в случае положительного 
ответа на этот вопрос допущение будет законным и решение точным, 
в противном случае следует изыскать особые методы для интегрирования 
диференциальных уравнений. 


$ Ш. 0 колебаниях системы линейно расположенных тел. 


14. Когда тела, образующие рассматриваемую систему, распределены 
друг по отношению к другу каким-либо однородным и регулярным образом, 
исчисление можно упростить и можно притти к общим и симметричным 
формулам, применяя обозначения и алгоритм конечных разностей. Мы при- 
ведем пример этого, расемотоев случай, когда произвольное число тел, 
расположенных на прямой или кривой линии, колеблется под действием 
каких-либо сил и взаимодействий тел. 
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Пусть х, у, 2 — прямоугольные координаты одного какого-либо из тел 
системы, которое мы обозначим через Пт, причем мы применим прописную 
букву Ш для обозначения конечных разностей (п. 17 отд. [У). Мы имеем 
прежде всего 

422 


т 1 45? , ау? 
т 5-5 (ав Рав Нав) Ри 
где символ У выражает сумму, относящуюся ко всей системе. 


Функция У должна содержать в себе сумму &ППОт, происходящую от 
ускоряющих сил Р, 0, А,..., если допустить, что эти силы таковы, что 


мы имеем 
П— | Р-Ро-в-...). 


Указанная функция должна содержать в себе и сумму А | Фар», если 


допустить, что Ф представляет собою силу, с которой два соседних тела, 
находящихся на расстоянии /)з, взаимно притягиваются, и что сила является 
функцией того же расстояния /)з, так что { Фа является интегри- 
руемой величиной, диференциал которой в смысле 6 равен Ф5Оз. Ука- 
занная сила Ф, которую мы рассматриваем как функцию /)5, может таким 
образом варьировать от одного тела до другого и, следовательно, она 
будет также функцией числа или величины, выражающей место каждого 
тела в ряду всех тел и к которой относится знак суммирования ®. В том 


случае, когда тела вместо взаимного притяжения взаимно отталкиваются, 
функцию Ф следует взять отрицательной. 
Таким образом мы будем иметь 


Г=&П0т- $ | Фа]: 
и, следовательно, 
67—65 ПОт-- \Ф5Л.. 


Следует отметить, что приведенное выражение 07 остается в силе 
и в том случае, когда тела связаны между собою таким образом, что их 
взаимные расстояния остаются неизменными; в самом деле, в этом случае 
мы будем иметь условное уравнение 5/1)5 =0, которое даст в выражевии 
СУ член ®^8.05 (упомян. выше пункт). 


15. Если элемент 05 выразить с помошью конечных разностей х, 1, 2, 
то ясно, что мы будем иметь 


0; =У Ра? -- руз- Пг, 


п, следовательно, диференцируя в смысле 6, 


$ — РаРа-- РузЗРу | 02502 , 
08 
Ф 
Если подставить это значение и для краткости ввести 7; = Ч ( фунЕ- 
ция 1Г)5), то мы получим 
В —=№6П)т-- 89 (Руб Ох -- руб Ру-- 26 Пг). 


^ 


Так как символы Ш и 6 независимы друг от друга, можно 80 заме- 
нить символом 16, и тогда мы получим 


37 = 68 ПРи-- $ Ч (Рё 8х -+ Рур8у-+ Ое 082). 
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Путем интегрирования по частям, примененного к конечным разностям, 
можно также добиться того, чтобы Ш перед 85 исчезло. 
16. Действительно, мы имеем вообще 


Рху=х Бу урх-- Ох Бу = (1-- 0х) у убх=х,Бу-урх, 
если х, означает тот член, который следует за х в последовательном 


ряду членов 7, х-- 0х,.... Следовательно, если от разностей перейти 
к суммам, то мы получим 


№У)х =ху— №, Бу. 
Аналогичным путем мы найдем 
Ву. —=у)л—41,0у-- У 2„„0?у 


и так далее, где х, д, %,,... представляют собою члены, слехующие 
друг за другом в том же ряду. 

Для того чтобы выполнить эти суммирования, следует члены, стоящие 
вне знака №, отнести к последнему члену конечной суммы Зухи вычесть 
те же члены, относящиеся к первому члену. Если знаками нуль и %, по- 
мещенными внизу букв, обозначить члены, относящиеся к первой и послел- 
‚ней точкам, то мы получим нижеследующие формулы полного суммирования: 


Вирт =; — У,— 82,9, 
их =. )у,— ух ху - 8 %„„Оу, 


Носкольку символ № означает полные суммы заданного числа членов, 
яено, что вместо членов х,0у, х,,)у,... под знаком ® можно взать пре- 
дыдущие члены, которые мы обозначим через ху, хр, у,..., указывая 
одним, двумя и т. д. поставленными слева штрихами члены „у, ‚у, пред- 
шествующие у в бесконечном ряду... ‚/, „У, У, У, У,».... 

17. Исходя из изложенного выше, поставим в предыдущих формулах 
541 вместо хи ФТОх вместо у; тогда мы получим следующие преобразо- 


вания 
У РР: О 65 = (УР: 65), — (ТОх55), — 8820, (Рр»х) 


и точно так же 
У РРур ву = (ТРу8), —(ТРубу), —№ у р, (РРу), 
У РО2 О 62 =(ФО282); — (ТО282), —882 0, (Р2); 


соответствующие подстановки следует произвести в выражении для 657. 

Если первое тело и последнее приняты неподвижными, то вариации 
8%, бУ, 82, и дл, бу, 82, относящиеся к обоим этим телам, равны нулю. 
Мы сначала примем это допущение, упрощающее формулы и, следовательно, 
тогла получим 


У =№8П Рт — №82 2, (РО) — Ву), (Гру) — Заг р, (9 р). 
Вообще же, так как вариации всегда должны стать равными нулю, 


то если первое тело или последнее, или же оба они неподвижны, следует 
значение Ч в начале или в конце принять равным нулю. Таким образом 
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Ф 
в силу ФТ — 7; ›, следует выполнить условие Ф.=0 или Ф, = 0, если пер- 


вое или последнее тело не остается неподвижным; & если бы оба тела. 
двигались, то мы имели бы оба условия Фи. =0 и Ф, = 0. 

18. После того как вариация 0Т была приведена к указанному про- 
стому виду, общие уравнения отд. 1У (п. 10), отнесенные к переменным 
1, у, 2 каждого из тел системы, дают для этих переменных следующие три 
уравнения, в которых я снова ставлю Ф вмёсто РПз: 


д ОП ФГх 
в рт > рт, ( 8) =0, 


р 
фу ЗП ФРУ __ 
г рт. Рт— Р, ( т )=0, 


22 И ФО 
черт, т— ТР, (55, )= 


Эти уравнения являются совершенно точными, каково бы ни было: 
движение тел; однако в том случае, когла эти движения очень малы, 
указанвые уравнения упрощаются и становятся линейными, как мы это 
видели выше ($ т. 

19. Предположим, что в состоянии равновесия системы координаты #1, 
у, 2 пригимают зкачения а, 60, с и что при движении эти координаты 
равны @-РЁ В“, ео, где величины & т, С очень малы. Функция П 


Г 
превращается в П-- 5” ТЕ м ч-- 6 Таким образом, если в дальней- 
шем П расематривать ах функцию только а, 6, с, то три частных дифе- 


ОП ОП ЗП р 
ревциала 5—, у) могут быть выражены следующим образом: 


9П И 62П 92П 

а (5 —-- да сь Т-Р 9аос °), 
921 021 921 

т в + (370 06 ГР с6? \-- 959 060 дс °), 

п 021 0°П 

‘дс. (5595 -Нот--5= 0). 


С помощью таких же подстаковок а-Р Б--\, с--С вместо х, У, 2, 
разкости Ру, Ду, Ог перейдут в 


ра-р о, Рь-- р, Ое- 16. 


Что касается величины Ф, которая согласно допущению являетея функ- 
цией /)$, то если положить для краткости 


Р’=ура-- Бы- Пе, 
мы получим скачала 


8 = РА-- те РЕ т 28 раз м-р 2% 
затем, если через Ё обозначить то зкачение, которое принимает функция Ф, 
р” 


БЕ, 10 © по- 


АЕ 
когда )5 мы замекяем выражекием ПГТ, и положить ар?= 


мощью разложевия мы получим 


__ ‚/ Фа ГЕ + 06 Пя с 
Ф=Е-Е [У БР 7 ЕБРР БР т) 


О МАЛЫХ КОЛЕВАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ О7Т 


и, следовательно, 
Ф Е. Е-Е/ Ба ТЕ ‚1 Оч, Ге т 
5 — ФЕТ БЕ (5; ФНТР РЕ ОТ ,° 
20. Указанные подставовти произведем в трех найденных выше 
уравнениях; так как в состоя1 ии равтовесия перемевные &, м, & согласно 
допущению равны нулю, то эти угавневия должны удовлетворятьея при 


этом допущении; таким образом постоязтые члевы должны угичтожиться,, 
в результате чего мы сьачала получим три условных уравневия 


ОП И а \__ 
5 Вт — 2, (Ея) = 


5 Рт—Р (Е-у)=0, 
о От— 0, (2 =) — 


Эти уравнения далот значевия, тоторые должны иметь коэфициенты а, 
6, с в положегии равчовесия; легко видеть, что оЕи представляют в общем 
виде те уравнения, 1оторые мы 1ашли в отд. У части Т для. рав» овесия 
мЕогих тел, соединеньых между с0бою растяжимой или нерастяжимой. 
НИТЬЮ. 

21. Затем, если для краттости положить 


[@. — Е— Е’, 


д’ — :94 р’ — 06 ‚ _ 06 
_ ФЕ’ ТЕ — Е’ 


мы получим три следующих уравнегия между переменными &, м, би? 


25 
че От + (5= Е ао" Ча 9" 


РЕ ба | ИТ тет 5:) |= 0, 
21 121 
аа 0т т-| (‘зе дь! рт нь 


—р, [#1 — вЫ (а а’ + и 71 


‚ п пе) 
не 2 От т (Загс т 9де "52 дс? Вт— 


р’ ‚ ОЕ ‚т —__ 
ВЕ ;— бе’ (а ПЕНУ 5+) |= 0. 


Таковы уравнегия, слулащие для определевия колебаний системы, 
относительт о тоторых мы до'устаем что оли очень малы; ори откосятея 
к тому виду уравтегий, тоторые тазывают Уравкекиями в конечных 
разностях и деско. ем о малыт, и так лак ови имеют постоянкые коэфи- 
циевты, то к вим можЕо примевить общий метод, изложенный в предыду- 
щем параграфе. 


+] 
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22. Уравнения пункта 20, содержащие в себе условия равновесия, 
после перехода от разностей к суммам дают 


`. 
И м Пт-А, 


=8 5 ри ЕВ, 
Де ОП 
вар 


где А, ВБ, С являются произвольными постоянными; из них тотчас же 
получается 


РУ (831 0-4) + (85 5 рт п-- В) + (85 рт +6}. 


В том случае когда /’ является заданной функцией ПГ, что бывает, 
когда мы допускаем, что тела взаимно притягиваются или отталкиваются 
с силой Ф, являющейся функцией их взаимных расстояний 0), приведен- 
ное зкачевие /` дает значение ОТ, которое должно иметь место в состоянии 
равеовесия. 

Но в том случае, когда расстояния 105 мы расематриваем как задан- 
ные и неизменные, величика Ф, занимающая место множителя Х (п. 14), 
неизвестна и ее следует определить с помощью приведенной выше 
‘формулы; Ео в Данвом случае мы имеем 


08= 0} 
и, следовательно (п. 19), 


Да ТЬ с 


что упрощает уравнения предыдущего пункта. 

23. Смыел метода, изложенного в п. 4, заключаетея в следующем: 
мы допускаем, что каждая переменкая может быть выражена с помощью 
одной и той же функции $, помвожевной ва некоторую величину, различ- 
ную для каждой перемевной. 

Если эту функцию обозначить через 0, то мы будем иметь 


Е=0Х, ч=0У, 6=08; 


подставив эти значения в уравнения п. 21, мы легко увидим, что для 
удовлетворения этих уравневий необходимо, чтобы перемевная @ была 
определева с помощью уравнения следующего вида: 


420 , 


2 


420 
в самом деле, подотавив вместо -„„ его значение — #0 и разделив все члены 


ка 0, мы получим три следующих уравнения в конечных разностях: 
д2П 02 
ВХ т — (5 Хх пав У За 2)т— 


ОХ __ '[а’ ВХ ‚ДУ с'БА 
-Р ЕР БР 9 (ат РО Тр тг) | 
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2 ‚ 02П 02 
вУрт= (пвх У---5%2) Рт— 
— р Ру 08 (“я ТР-е т) |, 


вт = (в Хх 91 У 2) т — 


да дс 06 дс дс? 
и ‚Г ОХ ‚ У ‚ДИ 


24. Уравнение относительно Ф легко интегрируется; оно дает 


9 — Изш Е УИЁ-Ёе), 


где Ё и е— две произвольные постоянные. 

Что касается уравнений относительно ЛД, У, &, то они, вообще говоря, 
поддаются интегрированию в конечных выражениях с помощью известных 
методов только тогда, когда входящие в их состав коэфициенты 
постоянны; но если разложить конечные разности, обозначенные символом 
р, то они принимают следующий вид (п. 16): 


АХ, ВУ,-| 02, -- А’Х-- ВУ 0'2- АИХ-- ВУ 02-0; 


коэфициенты А, В, С, А’, В'’,... являютея постоянными или перемен- 
ными, но независимыми от Ь & величина Ё входит только в значения АД’, 
В’, С’и притом только в первой степени. 

Если обозначить через Ху, Х., Л, Х.,... последовательные значения Х, 
начиная с первого, соответствующего первому телу системы, и точно 
так же через У» У, У., Уз..., И» 21, 2 б4,... соответствующие им 
последовательные значения У и Й и затем эти значения подставить в три 
уравнения, приведенные к указанному выше виду, то легко видеть, что 
первые три уравнения дадут значения Х., У., (, в линейных функциях 
Х, У, 45, Х,, У, 24, три следующих дадут А. У., 0. в линейных 
функциях Х., У., 2%, А, У, 2, которые путем подстановки значений 
А, У», И» тоже станут линейными функциями Ху У, 4, Х,, У, ЙА и 
так далее. 
`° Таким образом вообще значения Х„+:, У, „+, будут иметь сле- 


дующий вид: 
АХ - ВУ СА А’Х ВУ ЕСА, 


причем путем исчисления легко убедиться, что величины А, В, С будут 
рациональными и целыми функциями А, степени (и— 2) и что величины 
А’, В’, С’ будут аналогичными функциями (* — 1)-й степени. 

Мы допустили (п. 17), что первое и последнее тела системы непод-` 
вижны; первое тело относится к индексу нуль; следовательно, если через и 
обозначить число всех движущихся тел, то последнее тело, которое 
должно быть неподвижным, относится к индексу и--1. Таким образом 
должно иметь место 

Хо=0, У =0, 29 = 0, Хи: =0, Ув -! =0, би, =0, 
что дает три линейных уравнения между Х,, У, (, следующего вида: 
А’'Х ВУ, 0’ =0, в которых коэфициепты А’, В’, С” являются 
рациональными и целыми функциями К, имеющими 7-е измерение. 
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Если исключить величины Х., У, Й., то получается уравнение отно- 
сительно Ё степени Зи, что соответствует числу неизвестных Х, У, и, 
следовательно, это уравнение будет иметь 8" корней. 

Эти же уравнения дадут и отношения между тремя величинами Х,, 
У,, 7:, так что значение одной из этих величин можно будет взять про- 
извольным. Так как эти отношения выражаются с помощью рациональных 
функций Ё, можно значения трех величин Х,, У., Я, выразить с помощью 
рациональных и целых функций К и, таким образом, неизвестные Х, У, 
будут тоже, вообще говоря, выражены с помощью известных рациональ- 
ных и целых функций К. | 

25. Обозначим через #^, К”, К”,..., 18% различные корни уравнения 
относительно А, решение которого следует предположить известным, и 
аналогично обозвачим через Х’, Х”, Х”,..., У’, У", У",..., И’, И, И"... 
соответствующие значевия величин Х, У, &, которые получаются в резуль- 
тате подстановки вместо Ё этих различных корней. 


Итак, в соответствии с тем, что мы нашли раньше (п. 23 и 24) 


Е = ХЕзш (ИВ --®), ч= УЕзв (ИЕ - =), 1=2Е зш (Н/Ё-РЭ). 
Если последовательно подставить различные значения # и взять раз- 
личные произвольные постоянные Ё и <, мы получим столько же частных 
значений & т, С, сумма которых в соответствии с природой линейных 


уравнений даст полные звачения этих переменных. 
Эти частные звачекия &, \, С аналогичны тем выражениям, которые 


представляют малые колебания маятника, имеющего длину г (п. 11), при. 


условии, что К является величиной веществевной и положительной; дви- 
жение каждого тела состоит из такого количества подобных колебаний, 
сколько имеется различных значений #; таким образом в том случае, 
когда все эти зкачевия между собою несоизмеримы, невозможно, чтобы 
система когда-нибудь вернулась в свое первокачальное состояние, — по 
крайней мере, если значения & \, С не могуть быть сведены к частным 
значениям, соответствующим только одкому из корней №. Если в этом 
последнем случае в приведенных выше формулах положить {= 0, то мы 
получим ХЕзше, УЕ те, ДЕзште в качестве значений &, м, Си ХЕсозе, 
„ 4 4 4 
УЁсо5е, Е с03е, в качестве значений т я: та Следовательно, для 
того чтобы этот случай мог иметь место, необходимо, чтобы начальные. 
4= 44 % 
смещения 6, \, &, равно как и начальные скорости т т кт были пропор- 


циональны Л, У, 2, причем существует столько путей для выполнения 
этих условий, сколько имеется различных значений {. 

26. Если обозначить верхвими штрихами различвые произвольные 
постоянные, то мы получим 


Е — ХЕ’ зш (КИ Е’ =) 6 ХЕ" 9 ВИ + =") -- 
НХ" Е" в ИВ" =") ..., 

Ч = УЕ” т ЧИ -:’) -- У’ р” т (ИЕ - г”) -- 
к УЕ" аш (И Е" =” ..., 

с — Е’ зт СИЕ и в”) + 7“ т СИР -- г”) + 
"Е" т И - в”) ..., 
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в качестве полных значений переменных &, м, (©, выражающих колебания 
каждого из тел заданвой системы, каково бы ни было их начальное со- 
стояние. 

Эти значения можно представить в более простом виде, применив 


знак 2 для выражения суммы значений, соответствующих различным зна- 
чениям 0; таким образом мы будем иметь 


ч= У, [УЕ зв (И - <), 
= № [2Езт (ИВ - =]. 


Частные выражения для переменных &, \,, (С, &, 1», (5,... для каждого 
пз тел системы мы получим, подставив в приведенные выше выражения 
А, ТУ, 2, Хь, У» 4%,... вместо Х, У, 2 и приняв для Е ие различные 
произвольные постоянные Ё., ЁЕь,..., е., е›,..., зависящие от начального 
состояния системы. 

27. Для того чтобы эти постоянные определить наиболее простым 
путем, я снова обращаюсь к уравневиям п. 21 относительно & т, Си 
складываю их, умножив предварительно первое из них на Х, второе на У 
и третье на 2; затем я беру сумму всех этих уравнений, составленных 
указанным образом, распространив ее ва все тела системы, и обозначаю 


эту сумму символом №; если принять во внимание, что этот символ неза- 
висим от символа 4 диференциалов, относящихся кф то мы получим 
следующее уравнение: 


58 ЕЕ Уч-- 20 рт - 
ИП 92П 921 


п 92П ФП 
+8 (еоБХ-Н 5 Уи) рт-| 


+8 (ха У-- в 2) Рт— 

—8 хр, | Ш ба! (ту ие 37) |— 

— 8 Ур, [Рф бы (“ие тт) |— 
—$ 20, [рр бе (еее тт) |=. 


В этом уравнении члены, содержащие в себе под знаком суммирова- 


ния № разности, обозначенвые символом 0), поддаются преобразованиям, 
акалогичвым тем, какие имеют место при интегрированиях по частям; тип 
этих преобразовавий был нами указан в п. 16. Для этого расемотрим 
вообще какой-либо член вида № ХЛ, (У 00}; с помощью указанных в при- 
веденном пункте преобразований, если при этом мы примем во внимание, 


18* 
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что величины Х иёв начале и в конце интегрирований, обозначенных 
символом 0, равны нулю (п. 24), то получим 


У Хр, (72 = —ЗУТЕРХ =№Е РБ (УХ). 


Но ЗЕД (РШХ) — это то же самое, что МЕД, (УРХ), если вместо члена 
=ЕР(ТРХ) взять предыдущий ему член. 
Таким образом мы получим вообще 


УХО, (ИБ =\ ЕО, (ОХ); 


аналогичные выражения мы получим и для других подобных членов. 
Таким образом предыдущее уравневие примет следующий вид: 


5 (ХЕ Ул-- 20 Фт-- 8 (ОЕ (1-Я =0. 


Величивы, обозначенные через (Х), (У), (й), будут содержать в себе 
те же члены, которые образуют вторые части уравнений п. 23; таким 


образом эти уравневия дадут 
(Х)=#Х От, (У)=ВУЮШт, (2) ={Шт, 


откуда следует, что приведенное выше уравнение примет следующий вид: 


58 (ХЕ-Р Уч-Е 20 рт-- Е (ХЕ Уч-Е 20 Фт=0. 


Отсюда путем интегрирования мы тотчас же получаем 


У (ХЕ Уч-- 20 Бт= Гзт (ИВ-ЕЮ, 


где Ги \^ — две произвольные постоянные. 

98. Из природы самого исчисления легко видеть, что если в этом 
уравнении вместо Ё подетавить один из корней уравнения относительно Х, 
которые мы обозначили через й’, К’, Ё”,... (п. 25), то мы должны 
получить результат, тождественный с выражениями для, т, С п. 26; 
следовательно, если в предыдущее уравнение подставить эти самые зна- 
чения, то оно должно стать абсолютно тождественным для всех значений {#. 

Таким образом мы получим тождественное равенство 


[х УХЕ ЧУ -Ее)] | 
+ УУМУЕз т ЧУЁ -Н®)] - (Фт= Гэв (ИЕ » 
|125 т (Ив --е)] | 


для каждого из значений #’, д”, К",... величины #; 8 так как это тожде- 
ство должно иметь место независимо от значения & то нетрудно убе- 
диться, что все члены левой и правой частей уравнения, содержащие в себе 
одну и ту же дугу УВ, должны быть тождественными; отсюда прежде 
всего необходимо следует, что Х==е для всех значений \) и е. 

Далее, если обратить внимание на значение знаков Уи У, из кото- 
рых первый, №, выражает сумму стоящих под знаком величин, относящихся 
во всем телам системы, т. е. сумму величин, которые мы обозначили чис- 
лами, поставленными в виде знаков у основания букв (п. 24), & второй, 
У, выражает сумму аналогичных величин, соответствующих всем корням 
К.Б’, Ё",...› 8”) которые мы обозначили штрихами вверху (п. 25), то путем 
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сравнения членов, в состав которых входит один и тот же синус, мы 
получим уравнение 


ЕЮ (Х2-—- УЗ-Р 72) рт = Г. 
Таким образом мы вообще будем иметь 


, _ __ Сэм ФУ -») 
Езт (У 1) = Зет ртри 


и, следовательно, согласно пункту 27 


. — $ (ХЕ Ул 20 От 
Езшт (ИЕ —= =) = ‘бо ретри з 


это — уравнение, которое имеет силу для всех значений [. 
29. Пусть теперь, когда #=0, 


а ° Ч] ® 8 ® 
=, Ш==В, 6==\, И а =» & =, а = Т; 

эти шесть величин заланы начальным состоянием системы; следовательно, 
если их ввести в предыдущее уравнение, а также в то уравнение, которое 
получается путем диференцирования его по $, то, положив #==0, мы полу- 
чим следующие значения произвольных постоянных: 


№ (Ха-- УВ-Е 21) рт 


Ре угри › 
Еее Е УР Рю 


УЕЗ (Х2-Р Уз -[ 72) рт 


Следовательно, если эти значения подставить в выражения для м, 6, 
приведенные в пункте 26, то мы, наконец, получим 


№ (Ха-- УВ-- 21) Рт _ 
Уха кроя ео УР) 


х + У Ж)Ьт . — 
+55 Зои) рн вгу). 


Ха — 
И е игуЕ 


У (ХР УЗ-Р 72) рт 


у “(Ха - УВ +21) 0т . Е) 
+У(= $ (Х2-Е УЗ 7?) От Ми РУ |, 


’ 5 (Хо-Р УВ 71) рт — 
Е А 


/ 28 + + А)рт . Е) 
+5 воин" 8ГИ | 
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Эти формулы, столь же замечательные по своей общности, как и по 
своей простоте, содержат в себе решения многих проблем, анализ которых 
с помошью других методов был бы очень труден. Мы применим их к двум 
задачам, которые уже были разрешены в различных работах, так как эти 


решения в большей или меньшей степени страдают с точки зрения 
полноты. 


$ Ш. Применение выведенных выше формул к колебаниям натяну- 
той струны, нагруженной несколькими телами, и к колебаниям 
нерастяжимой нити, нагруженной любым количеством грузов 
и закрепленной в обоих концах или только в одном из них. 


30. Найденные нами выражения для переменных & \, 6 сильно упро- 
шаются, когда в диференциальных уравнениях п. 21 рассматриваемые пере- 
менные отделены. Тогда и переменные Х, У, 7 оказываются отделенными 
в уравнениях п. 23 и каждое из этих уравнений с помощью процесса, изло- 
женного в п. 24, дает особое уравнение 7-й степени относительно К. Если 
через #, №, №, обозначить значения Ё, соответствующие величинам Х, У, 
Й, заданным этими тремя уравнениями, и если при этом сохранить обозна- 
чения предыдущей статьи, то выражения для 68, т, 6 в данном случае сво- 
дятся к следующим: 


$ Харт — х ВХаГт . „— 
:--У(х ри" У Е) У (== здтря у С } 


$ УВ Лт — у УВ От , —_ 
«=» (У утери оо" И )-- У, [= ЗУ ризтЕ У В, ) 


р №21 0т 


% $ 27 2т — , _—_ 
`-У(2 ри 6) + Х (ЕВ 15). 


31. Этот случай имеет место прежде всего тогда, когда мы допускаем, 
что тела в состоянии равновесия расположены на прямой линии; в самом 
деле, если мы примем эту линию в качестве оси 1х, то координаты Бис 
будут равны нулю, точно так же будут равны нулю и их разности Л, с; 

( 


из условных уравнений п. 20 будет вытекать требование, чтобы 55 =0, 
9И 

— = 0, т. е. чтобы силы, перпендикулярные к оси, были равны нулю. Тогда 
де , 


(2 п 
мы будем также иметь 3 .=0,-_5.=0, и уравнения п. 21 в силу того, 


что 4’ =1, 6’ =0, с’ =0и а=Е—Г', примут следующий вид: 


42 021 ‚ БЕ 

| я рт в  Фт — Р, (Е те) =0, 
421 В1\ _ 
1 рт — 2, (Е; =0, 
сс 
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Следовательно, уравнения пункта 23 перейдут в следующие: 
‚ РП ‚рх\ _ 


Ут, (Ру) — 0, 


7 БИ 
7 0т О, \Р тт) = 0; 
как видим, в этих уравнениях переменные отделены друг от друга, так что 
каждую из них можно определить 0606бо. 

Неопределенная постоянная величина Ё может, следовательно, быть 
различной в этих трех уравнениях, и каждое из последних даст уравнение 
п-й степени для определения этой постоянной. Таким путем мы получим 
формулы предыдущего пункта. 

32. Так как в рассматриваемом случае 70 =0, Ре =0, то Рр= ра 
{п. 19) и уравнения равновесия (п. 22) дают 


> ОП 
Р==№ <. Фт- А. 


Но для того чтобы получить значение величины Е” (п. 19), следует 
знать значение Г в функции ОГ или Па; тогда путем диференцирования 
можно вывести значение Ё”’в функции Е. 

Так, например, если допустить Ф = К (0)", то мы получим Е = К (Оу), 
& отсюда Е’ =жтА (Ор” = т Е. 

В том случае, когда мы отвлекаемся от какой бы то ни было посторонней 

Ц 
силы, мы имеем = - — 0, откуда получается Р’= А и, следовательно, тогда К 
является постоянной лля всех тел. Но значение Ё’ может изменяться от 
одного тела к другому, по крайней мере когда расстояние Да между двумя 
следующими друг за другом телами не является тоже одинаковым для всех 
тел. В последнем случае величины РЁ и КЁ’ являются двумя постоянными, 
которые могут быть определены а розбет10от! без знания закона функции Ф. 

Последний случай — это случай натянутой нити или струны, оба, конца 
которой закреплены и которая нагружена любым количеством тел, располо- 
женных на равных друг от друга расстояниях; тогда величина Ё выражает 
натяжение нити или груз, который может его вызвать; однако величину Е” 
нельзя вывести из №, не зная закона упругости струны. 

Эта проблема, которая известна под названием яроблемы воледлющихся 
струн, заслуживает особого исследования, так как, с одной стороны, она 
подлается общему решению, а с другой стороны, она тесно связана со зна- 
менитой проблемой колебаний звучащих струн. 

33. Допустим, что все тела /)т, которыми нагружена нить, равны между 
собою и лишены веса и что промежутки ОГ или Па, отделяющие их друг 
от друга в состоянии равновесия, тоже равны. 

Так как ” представляет число движущихся тел, то ясно, что если 
через М обозначить всю массу или же сумму всех массе От, включая и 
последнюю, которую мы принимаем неподвижной, и через 7 — длину струны 
в состоянии равновесия, то мы будем иметь 

М 1 


т == 1 И В = ба=„ > 
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и три уравнения п. 31 относительно Х, У, & примут следующий вид: 
[МЕ 


ре ХОР =, 
НИК 

ария У--РРУ=0, 

отр -- 222 =0. 


Так как эти уравнения совершенно аналогичны друг другу, достаточно раз- 
решить первое из них; поставив /’ вместо РЁ”, мы затем получим решевие 
и для других двух уравнений. 

34. Пусть х будет показателем или индексом порядка, занимаемого 
каким-либо членом Х в ряду Х-ов; мы будем вообще обозначать этот член 
через Х,, а предыдущий ‚Х будет Х,_:. Тогда первое уравнение примет 
следующий вид: 

[МЕ 


оля ХХ, 


Для разрешения этого уравнения положим 
А, = Н зщ (то —- е), 
где Ни е— две произвольных постоянных; с помощью известных формул 
умножения углов мы получим 
2зХ, =, —2Х,-НХ,_, = —4Н эт (7 - е) 1 --; 
если эти значения подставить в предыдущее уравнение, то последнее после 
разделения на Х, примет следующий вид; 


МЕ оф 
Е “М — 0, 


УЁ =2.-шу = т -- 


Но нам следует (п. 24) выполнить два условия: Ху =0 и Х,., =0. 
Первое из них дает е=0, второе зт(и--1)х==0, откуда получается 
(и--По==рмт, где п-— угол в 180°, а р — любое целое число. Таким образом 


ИГ 
мы имеем © = я: следовательно, если положить Н =1, что вполне допу- 
стимо, то мы получим вообще 


откуда получается 


три 


и 1° 


Такое же выражение мы получим для У, и й,, которые следует подставить 
вместо Х, У, И в выражениях & т, © пункта 30. 

Если то же значение ох подставить в найденное выше выражение для 
У, то получается 


-= г’. рт 
Ут =2е=-+ту г, ЗЕ 5®\’ 
здесь можно вместо р поставить все целые числа от 0 до п, ибо р=и--1 


дает для Х, У, 7 значения, равные нулю, а при значениях, превышающих 


- у" 
п -|-1, синусы получают те же значения, какие они имели для ет у. 
` | 


А, == т 
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Таким образом мы имеем столько значений #, сколько имеется движу- 
щихся тел; эти значения являются корнями уравнения относительно К. 

Если вместо ЁР’ поставить Р’, получается значение корней #., №, двух 
других уравнений относительно К. 

Произведем эти подстановки в общих формулах п. 30, причем обра- 
тим внимание на то обстоятельство, что знак суммирования & должен отно- 
ситься только к показателям или индексам порядка х от ’==1 до = 
и что знак суммирования `У, должен относиться Е индексам р различных 
корней, от р=1 до р=я. . 

Что касается величины & Х2)т = От ® Х?, то в силу Ф= а мы 


будем иметь следующее суммирование: 


. . . 1. 1 
№ Х? — т о-- 91? 20-51? 39...51? пр = 5 № —-5 (608 20 -[- е08 42-- 


2, 
__ 1, _ 11 608 299 —с03 (и 1) 9 1] о п-т 
- воз 6Ф-Е...-Е 608 2%) = 5 п > | 5 — с05 59) —5|= 5. 


Точно так же мы получим ® У? = ® 72 = тт . 


35. Так как значения Ё между собою несоизмеримы, то струна никогда 
не сможет вернуться к своему первоначальному положению, если только 
выражения &, \, © не сводятся в единственному члену (п. 25). В последнем 
случае, подставив в формулах упомянутой статьи вместо Х, У, би КЁ най- 
денные нами только что выражения и положив для краткости 


Е’ Е. 
Г Шо — о 
й = М ? р М 
мы получим следующие выражения, в которых я сохраняю угол ®х вместо его 
ок 
значения „т, 
$ = Е Ш 7ф 5 (№ эт -5- -- = ), 
ц = Езтиф т (мзт-= --е } 
$ — А эт хо т (м зш = — = ) 


но при этом требуется, чтобы первоначальные значения а, В, 1, «, В, 1, 
соответствующие # = 0, были пропорциональны зт хо. Это — известное реше- 
ние, при котором допускается, что тела совершают лишь простые и изо- 
хронные колебания. | 

36. Для того чтобы получить общие выражения, применимые к любому 
начальному состоянию, следует воспользоваться формулами п. 30, подетавив 
в них найденные выше (п. 34) значения. Для большей ясности применим 
к переменным ЕЁ, м, © показатель или индекс г, поставленный внизу возле 
этих букв, чтобы таким образом отметить порядок тел, к которым они отно- 


сятся, что же касается величин а, В, 1, ©, 68, 1, и Х, У, 1, находящихся 
под знаком суммы ®, то для них мы применим показатель $ вместо х, 
так как первый из них относится только Е знаку ®, который показы- 


вает, что следует взять сумму всех членов, соответствующих значениям $, 
от 0 до 2. 
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Таким образом мы получим следующую общую формулу: 


Эа. Эт 59 с08 [2 (ит = | -- 


2 911 гф 
и -- 1 


| | 

| | 
Е, = | п [2+ Иазш = | |, 
| Ух, эт 5 — | 


2-1 М зщ 


а для того, чтобы получить выражения \,, С,, следует лишь вместо й’ взять й, 


а а, а заменить величинами В, В, и уф, {. 

Переменные &. выражают продольные смещения тел по прямой линии 
или оси, проходящей через оба конца струны, а переменные \,., ®, выра- 
жают их поперечные или боковые смещения по направлению, перпендику- 
лярному к оси, — единственные смещения, которые до сих пор исследовали 
при решении проблемы о колеблющихея струнах. 

Что касается знака У, то следует вспомнить, что он выражает сумму 


всех величин, стоящих под этим символом, соответствующих р =1, 2, 3,....7; 
отеюда видно, что смещения каждого тела как продольные, так и попе- 
речные складываются, вообще говоря, из такого количества частных сме- 
щений, аналогичных смещениям различных маятников, длины которых равны 


г ИЛИ —_и 
4 (п - 1)? й/2 3112 > 4 (® - 1}? 12 $11? 5 


где 9 означает силу тяжести, — сколько имеется движущихся тел. 

Для того чтобы значения Й и й’ были вещественными, величины Ри 
Е’ должны быть положительными (п. 35); следовательно, согласно допуще- 
нию п. 32 показатель т должен быть положительным. В том случае когда 
тела друг друга отталкивают, Ё’ будет величиной отрицательной и тогда 
показатель т тоже должен быть отрицательным; сверх того, чтобы попереч- 
ные колебания т и © были равны нулю, мы должны иметь В =0, В==0, 1=0, 
| = 0. 

37. Здесь следует сделать важное замечание по поводу только что 
найденного нами общего выражения для &.. Хотя мы и предполагали, что 
число п движущихся тел задано и что струна, длина которой тоже задана, 
закреплена в обоих своих концах, тем не менее расчет не ограничивается этими 
допущениями и рассматриваемое выражение дает значение &. для всех тел, 
расположенных на той же прямой линии, порядок которых выражается любым 
целым числом ху, положительным или отрицательным. 

В самом деле, так как это число г входит только в зш 7х, то ясно, что 

ок 
п--1? 
этот синус не изменяет своего значения, если вместо” подставить 2^ (п 1)--”, 
и становится только отрицательным, если вместо 7 подставить 2^ (и 1) — 7, 
где ^ — любое целое число, положительное или отрицательное. Отсюда следует, 
что если соответственно характеру расчета допустить, что струна прости- 
рается бесконечно далеко в обе стороны и что она по всей своей длине 
нагружена равными телами, расположенными на равных друг от друга рас- 
стояниях, то эти тела будут двигаться таким образом, что мы всегда будем 
иметь 
$ 


ему можно дать какие угодно значения, и в то же время, так как Ф —= 


Ш 
тру — 
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Но легко видеть, что формула 2^ (п -- 1) = х может выразить все целые числа, 
если допустить, что ” заключается между О ип--1; в самом деле, пусть 
имеется какое-нибудь целое число; если его делить на 2(п--1) до тех 
нор, пока остаток, положительный или отрицательный, окажетея меньше 
п-—- 1, & это всегда возможно, и если ^ принять в качестве частного, а ивка- 
честве остатка, то это число выразится через 2^ (п-—- 1) —=х. Таким образом 
значение & относящееся к любому телу, помещенному на той же линии, на 
любом расстоянии от начала оси р, всегда сведется к значению & для одного 
из тел, расположенных на этой оси. 

Так как найденное нами соотношение между различными значениями & 
является общим, каково бы ни было число у, то если вместо х поставить 
(п) --х и взять нижний знак, мы получим 


ии — — Зеитк 


Отсюда легко заключить, что если мы предетавим себе всю неограниченную 
длину струны, разделенной ка части, равные длине { заданной струны, то 
значения Ё в каждой из этих частей на равных расстояниях от точек деле- 
ния будут между собою равны, но будут иметь различные знаки в двух 
смежных частях. Следовательно, если значения & для всех тел, расположен- 
ных на оси $, представить с помощью ординат вершин многоугольника, по- 
строенного на этой оси, то достаточно будет только перемещать этот много- 
угольник попеременно и симметрично вверх и вниз вдоль оси, продолжейной 
в обе стороны до бесконечности, так что стороны, прилегающие к точке 
раздела, будут иметь одни и те же величины, но будут направлены проти- 
воположно и будут лежать на одной и той же прямой; таким образом для 
каждого мгновения мы получим значения & для всех тел, которые мы пред- 
полагаем распределенными на одной и той же прямой линии, продолжевной 
до бесконечности, — се помощью ординат вершин этого многоугольника, со- 
ставленного из бесконечно большого количества частей. В каждой точке 
раздела эти значения равны нулю, так что тела, расположенные в этих 
точках, сами по себе осталтся неподвижными; таким образом самый расчет 
удовлетворяет условию, чтобы оба конца заданой струны остались непод- 
ВИЖНЫМИ. 

То, что было доказано нами для переменных &, в равной мере действи- 


4 
тельно и для производных —„; в самом деле, если выражение для 5. проди- 
Ге 


Ч.. 
ференцировать по &, то мы получим выражение: для =”, по отношению к Ео- 


торому можно применить те же самые рассуждения, какие были изложены 
выше. 
Следовательно, и значения для а и ©, выражающие значения & и 


> 


а 
я: в первое мгновение и являющиеся произвольными для всех тел, распо- 


ложенных на оси [, могут быть выражены с помощью подобного же по- 
строения на протяжении струны неограниченной длины. 
Так как выражения для двух других переменных м и 6 отличаются от 


выражения для & только начальными значениями В, В, ит, 1, занимающими 


моста, а, а, то те же выводы имеют силу и по отношению к этим переменным. 

38. Отеюда можно сделать общий вывод, что если натянутая струна 
произвольной длины, нагруженная равными телами, расположенными на 
равных друг от друга расстояниях, разделена на ряд равных частей, причем 
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каждая из них заключена между двумя телами, и если все тела, за исклю- 
чением находящихся в точках раздела, одновременно привести в колебание 
таким образом, чтобы движения тел, находящихся на равных расстояниях 
по обе стороны от точек раздела, были равны, но противоположно напра- 
влены, то в этом случае тела, расположенные в точках раздела, будут сами 
собою оставаться неподвижными и каждая часть струны будет двигаться. 
таким образом, как если бы она была изолирована и оба ее конца были 
закреплены совершенно неподвижно. 

Отсюда следует, что натянутая струна длины [р закрепленная в обоих 
своих концах, нагруженная п телами и разделенная на 5 частей, где у 
является делителем и--1, если начальное состояние таково, что тела, нахо- 
дящиеся в точках раздела, не испытывают никакого толчка, а тела, лежащие 
на равных расстояниях по одну и другую сторону от точки раздела, по- 
лучают одинаковые, но противоположно направленные толчки, то струна 
будет колебаться таким образом, как если бы точки раздела были непо- 


| 
движны и струна имела только длину —-. 


39. Отделение переменных в уравнениях относительно &, м, © может 
быть произведено и без допущения, что в состоянии равновесия тела рас- 
положены на прямой линии, а на основе допущения, что при движении 
их взаимные расстояния не изменяются. В п. 14 мы указали, что этот случай 
связан с теми же общими формулами, если только рассматривать величину Ф,. 
а следовательно, и величину Ё, как неопределенные величины, а в п. 22 
мы видели, что в этом случае мы имеем условное уравнение 


ра 08 Ос 
РЕОЕЕрЕРТ 06 =0, 


в силу которого в общих уравнениях п. 21 все члены, умноженные на (, 
исчезают. 


Если принять во внимание только тяжесть тела и допустить, что оби 


ОП 
да 
будет равно ускоряющей силе тяжести, которую мы обозначим через д, и, 


абециее 1 и а расположены вертикально и направлены снизу вверх, то 


далее, 5. = 0, 5 = 0; уравнения упомянутого пункта примут тогда сле- 
дующий вид: 


чи рт— р, (Ру) =, 
а рт — Р, (Е) =0, 
че т — Р, (Ру) =0, 


при котором переменные разделены. 
Значение Г будет равно (п. 22) 


Р=У 992 А-В ©. 


Уравнения относительно Х, У, Й примут тогда следующий вид (п. 23): 
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Как видим, последние уравнения совершенно подобны друг другу, так что 
можно положить Х == У=й, ибо произвольные постоянные, которыми эти 
величины могут отличаться друг от друга, определяются одними и теми 
же условиями и, следовательно, тоже равны между собою. Таким образом 
значения &, м, (С, данные общими формулами п. 80, будут отличаться друг 


от друга только начальными значениями о, В, 1, а, В, |, которые могут 
быть произвольными. 

Следовательно, вся трудность сводится к нахождению общего выра- 
жения Х; однако это не может быть осуществлено с помощью известных 
методов. 

Последний случай касается движения нерастяжимой нити, нагруженной 
множеством грузов и закрепленной неподвижно в обоих своих концах. 

40. Когда нить закреплена только в одном из своих концов, в качестве 
которого мы примем верхний конец, то так как нижнее тело должно быть 
свободно, значение Ф или [на нижнем конце нити согласно п. 17 должно 
быть равно нулю. Если этот конец принять в качестве начала абециес, ко- 
торые мы будем считать направленными снизу вверх, и если, начиная от- 
сюда, образовать сумму ® От, то в этом месте значение Ё будет равно 


нулю, так что и А4А=0, В=0, С=0. Таким образом мы будем иметь 
Е =). 
Так как в рассматриваемом случае мы имеем 


ОП ОП ОП 
9а—9 55 =—0 ‘в =0, 


то уравнения пункта 22 дадут 
Ра= ОР, П6=0, Пе==0, 


т. е. что координаты 6, с постоянны; таким образом в состоянии равно- 
весия нить образует прямую линию, параллельную вертикальной оси абециес а. 
Следовательно, можно положить и 0—0, с==0, если в качестве оси @ при- 
нять вертикальную линию, проходящую через точку подвеса нити. 

Этот случай, представляющий собою случай очень малых колебаний 
нити, подвешенной в неподвижной точке и нагруженной любым количеством 
грузов, тоже поддается общему решению в том случае, когда грузы между 
собою равны и расположены на равных друг от друга расстояниях. 

41. Если в последнем случае обозначить через я число тел, через М 
сумму их масс Дт и через { длину нити, то мы будем иметь 


М ‚ _{ 
7, =— — =— = — 
рт, Р/=ра=ь,; 
4 если сверх того обозначить через г число тел, начиная с нижнего конца 
и до тела, которому соответствуют переменные &, , ©, то мы будем иметь 


9Ри=@и—прт= О 


р. 


а отсюда мы получим 
9(7—1мМ 


у 


Е = 


| 
Если уравнение п. 39 относительно Х умножить на ом» Поставить Хх, 


вместо Х и принять во внимание, что ,Х превращается в Х,_, аХ, 
в Х,+,, то это уравнение примет следующий вид: 


ы, Хх, Ь [(“— ВХ, | =0; 
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следовательно, если произвести диференцирования, указанные символом Ш, 
то согласно формуле пункта 16 мы будем иметь 


„Е СХ, +, —^)(@— 19) (М, —2х, +1) = 0. 


Ввиду наличия переменного коэфициента 7, настоящее уравнение 
нельзя трактовать аналогично тем уравнениям, которые дают обыкновен- 
ные рекурентные соотношения, но из него можно последовательно выве- 


сти значения Х., Х.,. 
№ 1 
Для этого ему нужно лишь придать следующий вид, где й — п: 


2 —й — 1 Хх __т—1 


Ху: = > у 7. 7—1: 
Отсюда, давая ’ последовательно значения ху =1, 2, 3,..., мы получим 
Хо = (1—1) Х,, 
ЖА, Х, = (1— 2-х 


372 й3 
—53) Хь 


=, ах, = ( 1—8 --% 
И 478 
ИЕ 3. ах. 

и так далее; таким образом мы будем иметь вообще 


; т (" — 1) то "(т— 1) ("—2) 13 * 
Хи [ей м... | Х, 5. 
Так как верхний конец нити должен оставаться неподвижным, можно 
допустить, что этот конец соответствует телу, порядок которого равен и-—-Т; 
поэтому мы должны иметь Х„.|=0, что дает следующее уравнение, если 


вместо й поставить его значение т’ 


1 Кое По овы +... =0. 
9 4702 4.97? 93 
Это уравнение будет п-й степени относительно й и, следовательно, даст п 
значений №, кототые мы обозначим вообще через # ®. 
42. Таким образом в формулах п.30 следует Ишь подставить вместо 
Х, Уи приведенное выше выражение Х, и вместо Ё значение # (в) 
и затем выполнить суммирования, обозначенные символами № иУ.. Следует, 
однако, принять во внимание, что в рассматриваемом случае, когда мы 
допускаем 06 —=0, Пе ==0 (п. 40), условное уравнение п. 39 дает 0 =0 
и что, следовательно, & имеет одно и то же значение для всех тел, кото- 


рое, одкако, может быть функцией {; для начала движения мы имеем а иа, 
равные постоянным величинам; но так как первое тело согласно допуще- 


*) Общий член этого ряда имеет следующий вид: 


г ("— 1)... (“т — 1 
(—1)7 и р 
Прим. Бертрана. 
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нию неподвижно, то начальные значения а и а для этого тела равны 
нулю; стало быть, они будут равны нулю и для всех остальных тел. Сле-. 
довательно, и общее выражение переменной & будет равно нулю. К такому 
выводу мы приходим, если, как мы это сделали выше, пренебречь вторыми 
и более высокими степенями переменных &, ", ©, которые мы считаем очень 
малыми. В самом деле, в силу .0)52 = О? -- Ру? 02? и 06 =0, Ое=0 
уравнение Г) = ПГ пункта 19 дает . 


Ра? = (Ба-—- 0&-- Биё-- Об, 


_ рее. 
2)а 2 


откуда следует 
Е = 


таким образом переменные & будут величинами второго порядка по отно- 
шению м и 6. 
Обозначим теперь через Ф, следующую функцую и: 


№ (“— 1) (7—2) /№® \2 
ия (м) — 


("— 1) ("— 2) ("— 3) / №® \з 
—_ 4.9 ет т... 


и в общем выражении для переменной м п. 30 подетавим, как мы это 
сделали в п. 36, т, вместо м н в членах, стоящих вне знака ®, подета- 


вим Ф, вместо У, а в тех членах, которые стоят под знаком &, мы поста- 


вим $ вместо ги 6В.,В, вместо В и В. Таким образом для любого тела, по- 
| ядок которого при счете снизу вверх равен 7, мы получим 


м Ф, В (<.Ф;) —_ | $, 0$.) . 7 (о) 


где знак & выражает сумму членов, соответствующих $ ==1, 2, $3,..., #, 
& знак У представляет сумму членов, соответствующих р =1, 2, 8,..., 7, 
если допустить, что (0, К®, &8,..., Ё@ являются корнями уравнения 


Ф,,, =0 относительно #®. 
Совершенно такое же выражение мы получим для переменной (,, если 


величины 8,В, мы просто заменим величинами 1, 1. 
Таким образом проблема бесконечно малых колебаний нити, нагружен- 
ной любым количеством равных грузов, полностью разрешена; остается 


только определить корни уравнения относительно #®, что в общем случае 
представляется невозможным. 

43. Впрочем, хотя мы и не в состоянии определить этих корней, тем 
не менее можно быть уверенным, что все они должны быть веществен- 
ными, положительвыми и неравными; в противном случае значения &, \, С 
содержали бы в себе члены, которые со временем возрастают, что невоз- 
можно, так как в силу самой природы задачи ясно, что колебания нити 
должны всегда иметь лишь небольшие размеры, если начальные значения 
т, С очевь малы. | 

Обратное имело бы место, если бы мы предположили, что величина 9, 
выражающая тяжесть, отрицательна, т. е. что она действует в противо- 
положном направлении; действительно, это был бы случай, когда точка 
подвеса вертикальной нити помещена в нижнем ее конце; тогда нить, будучи 
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хоть немного выведена из своего вертикального положения, перевер- 
нулась бы. В самом деле, если в уравнении относительно & положить 9 
отрицательным, то все члены уравнения становятся положительными, так 
что уравнение может иметь лишь корни мнимые или отрицательные веще- 
ственные. 

Приведенные результаты можно получить и а р11011 с помощью прин- 
ципов, изложенных в п. 8, что может послужить для доказательства пра- 
вильности этих принципов. В самом деле, если принять во внимание усло- 
вие нерастяжимости нити, из которого вытекает (см. предыд. пункт; 
суммирование начинается с нижнего тела) 

2 2 
—#— 5 РР 0Е 


к о ооиппиитииничренныя 


2)а ? 


то значение ТУ составит просто ПО, и тогда мы будем иметь 


П == 9% = 94-9. 


Но так как верхнее тело, соответствующее порядковому числу п-|-1, 
сотласно допущению закреплено неподвижно, то в данном месте значение & 
должно быть равно нулю; следовательно, мы будем иметь 


8 (Е), 


при этом предполагается, что стоящая в скобках сумма представляет собою 
полную сумму. Поэтому мы имеем 


__ / 
=» ра 2 


где знак ®’ означает суммы, взятые в обратном порядке, начиная с са- 


мого верхнего тела, и представляющие собою разности между всей суммой 
и частными суммами, обозначенными через ®, которые должны начинаться 


$ нижнего тела, где находится начало абецисс. 
Таким образом мы получаем 


Ди? 2 Пе 
У—=9ма)т-- в От 5’ о , 


откуда видно, что часть Г, содержащая в себе вторые степени перемен- 
ных 1 и 6, которые теперь являются независимыми друг от друга, необ- 
ходимо всегда положительна и что, следовательно, корни уравнения отно- 
‘сительно Ё все вещественны, положительны и неравны между собою. 
Обратное получилось бы, если бы мы дали 9 отрицательное значение. 


$ ГУ. 0 колебаниях звучащих струн, расематриваемых в качестве 

натянутых струн, нагруженных бесконечно большим количеством 

малых грузов, расположенных бесконечно близко друг от друга; 
о прерывноети произвольных функций. 


44. Общее решение, данное нами для проблемы колеблющихся струн, 
имеет силу, каково бы ни было число п движущихся тел и каково бы 
ни было начальное состояние этих тел; следовательно, его можно приме- 
НИТЬ И В ТОМ случае, когда % становится бесконечно большим, а промежутки 
между телами становятся бесконечно малыми, так что длина струны остается 
при этом неизменной; тогда движение каждого тела будет выражено 
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< помощью бесконечного ряда членов, сумма которых будет эквивалентна 
некоторой конечной функции, отличной от той функции, с помошью которой 
выражается каждый из его членов. Таков случай звучащей струпы равно- 
мерной толшины, причем обычно его разрешают непосредственно с помощью 
диференциального исчисления; между тем для анализа представляется 
пожалуй, интересным показать, каким образом его можно вывести из об- 
щего решения, в особенности, — принимая во внимание то обстоятельство 
что идя этим путем, мы уверены в получении решения, применимого к лю- 
бой фигуре, вакую струна может иметь в начале своего движения. 

45. Отметим сначала, что если и предположить бесконечно большим, 

1"/ 


‘то ЗНачение У» (п. 834) будет равно У” б«, Так как предельное значе- 


ние 2(л—1) 5т составляет рх; таким образом корни уравнения 


от 
2{и--1) 
относительно №, которые все между собою несоизмеримы, когда число п 
движущихся тел конечно, станут соизмеримыми, когда п будет бесконечно 


/ 


и. .х * м *° Е’ 
‘большим: их общей мерой будет < У“ при продольных смещениях & 


Г 
ит Ух при поперечных \ и С; отсюда следует, что по истечении времени 


2 и ее струна всегда будет принимать свой первоначальный вид по отно- 
шению к оси, каково бы ни было ее начальное состояние. 

Конечно, число р тоже может стать бесконечно большим, т. е. могут 
быть такие случаи, когда уже нельзя будет принимать 


д . рт 
17) 1) чи —— == 0м; 
( - и 0%, 
но так как это может случиться только после бесконечно большого числа 
членов в бесконечных рядах, обозначенных символом У, то из известной 
теории этих рядов следует, что эти особые случаи не представляют собою 


исключения из общего вывода. 
В этом, впрочем, можно убедиться и непосредственно; в самом деле, 


в том случае, когда п бесконечно велико, конечные диференциалы, обозна- 
ченные через /), становятся бесконечно малыми; поэтому уравнение п. 33 
относительно Х, при замене О знаком 4 и при подетановке вместо п-|- 1 
| ., 

его значения т., принимает следующий вид: 

МЕ, ХХ 

п” Нат = 0; 

[К да” 


‚это уравнение после интегрирования дает 


х—= няв(а УИ +). 


Если а—0 и а=1 то Х должно равняться нулю, так как оба конца 


струны неподвижны; первое условие дает в —= 0, а второе дает { у т —=от, 
- Е 
откуда следует, как и раньше, ИЕ = ку ти: 

Таким образом для того, чтобы в данном случае струна всегда во03- 
вращалась в евое первоначальное состояние, нет необходимости допускать, 
что она совершает только простые колебания, аналогичные колебаниям 
маятника, как мы это делали в п. 55; действигельно, каково бы ни было 
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ее первоначальное состояние, мы уверены, что ее колебания будут всегда 
сами по себе изохронными и в то же время синхронными с колебаниями 


проетого маятника, длина которого равна с. Однако закон этих колебаний 


будет отличен от закона колебаний маятников и будет зависеть от началь- 
ного состояния струны. 

Для того чтобы установить этот закон, следует посмотреть, во что 
превращаются общие выражевия &, т, < в случае бесконечно большого п; 
этот вопрос мы сейчас и исследуем. 


46. Подставим в общей формуле п. 36 —"_ вместо и —_ 
Д щей форму; т сто © ЕВ вместо 
т 5, принимая п бесконечно большим; вместо индексов х и $5, обозна- 


чающих порядковый номер тел, к которым относятся переменные & и а, 
применим, что значительно проще, части самой оси или абециесы, соответ- 
ствующие этим телам, обозвачив через г абецисеу, относящуюся к Ё и че- 


рез а абециесу, относящуюся каи ка. Так как согласно доиущению вся 
длина струны равна г, то мы будем иметь 
‚ 


2 5 [6 | 
вет т, те, 1 =, 


и рассматриваемая формула даст следующее сбщее выражение хля про- 
дольных смещений &: 


опт Г с (о у 8 , 
6 —=0 Ува | А с08 (рей) А (с) эт (2=7 2 


{ отй/ 


где 


()__ <: рта «Па 
А —8 (эт г), 


А® = 8 (эт р т. 


энак У обозначает здесь бесконечный ряд членов, соответствующих 
значевиям р=1, 2, 8,..., а знак ® обозначает другие бесконечвые ряды 


членов, соответетвующих всем значениям а, Ла, 2)а, 8)а,..., так как 
Да бесконечно мало. 
Аналогичные выражевия мы получим для поперечных смещений м и 


, если вместо №” поставим й и вместо а, а поставим 3, Зи т, <. 
47. Лавиил Бернулли, обобщая решевие задачи о звучащих струнах, 
данное Тейлором (Тауотг), пришел к формуле, которая подобна приведенной 


выше, но в Которой коэфициенты А®) равны нулю, а коэфициенты А® 
обозначают просто произвольные постоянные, зависящие от начального 
вида струны (Метопез 4ез ЗВегИш 1753); он полагал, что е помощью 
различных члевов его формулы можно объяснить гармонические тоны, 
которые струна издает одновремевно со своим освовным тоном. Наша 
формула, в которой эти коэфициенты выражены © помощью начальных 


значений «, о, дает нам возможность дополнить это объяснение, которое 
после Бернулли было принято многими авторами. 

В самом деле, легко видеть, что осковной тон струны получается от 
первого или от двух первых членов ряда, соответетвующих р = 1, и что 
последовательные гармонические тона, т. е. октава, дуодецима, двойная 
октава,... получаются от следующих членов, соответствующих о==2, 3, 
4, 5,... Итак, для того чтобы основной тон домивировал над всеми 
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= 


другими и чтобы одновременно были слышны только первые гармонические 
1 е (1 

тона, следует допустить, что коэфициенты А“), АЙ) значительно больше 

всех остальных, вместе взятых, и что дальнейшие коэфициенты 


А, А®, А®,..., А, А®, Д®,... 


образуют очень сильно сходящиеся ряды. Однако из характера зависимости 


этих коэфициентов от начальных значений х и а видно, что это допу- 
щение неприемлемо, если начальное состояние струвы рассматривать как 
произвольное; мы видим даже, что в большинстве случаев эти коэфи- 
циенты образуют расходящиеся ряды, что, однако, не мешает тому, чтобы 
струна совершала изохровные или одинаковой продолжительности колеба- 
вия, —— единственное условие, необходимое для образования тона. 

48. Хотя формулы п. 46 дают точно движение струвы по истечении 
любого времени #1, тем ве менее бесконечные ряды, входящие в эти фор- 
мулы, не дают возможности составить себе ясное и наглядное представление 
об этом движевии. Однако, если общую формулу рассмотреть с другой 
точки зрения, то из нее можно вывести простое однообразное построение 
для определения состояния струны в любой момент времени, каково бы 
ни было ее первоначальное состояние. 

Вернемся к этой формуле и представим ее в следующем виде, что 
допустимо ввиду независимостн знаков суммирования ® и У: 


__ Г 2 зщ 1$ <; и: ФФ] 
кВа, Ур а зреов [2 (®-- 1) Меж 2 || 


. [ о: т [Р-ев < |] 
+ а, У, ат А 


ит1 (и--1 И в 


Из этой формулы сначала выведем одно следствие, которое будет для 
нае очень полезно. Так как согласно допущению а представляет собою 
начальное значение Е (п. 29), то если в приведенном выше выражении 
для @, положить {=0, оно превратится в а, и, следовательно, у нас полу- 
читея следующее тождественное равенство: 


М 2 5шпг . 
„а, У 291 р, 
$ п 1 м 


Мене, что правая часть этого равенства ве может свестись к а, если 
только мы не имеем вообще 


\л 251 7ф 
24 П--1 


когда 5 отлично от х; а когда $5==7, мы имеем 


281 . 
У м ЗИ 7Ф = 1, 


$11 3® = 0, 


| ®-1 
п--1 
где Ф равно 5 а знак У относитея к последовательвым значениям 
1,2, 5,...,п величины 0; это дает вам ряд, образованный из произведении 


гк $п 
ИН Г и 
синусов углев, кратных „ти „Гр, сумма которых в первом случае 


я 
всегда должна быть равна нулю, & во втором ——. Этот вывод может 


=} 


19% 
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быть получен и непосредственно с помощью известных формул для сум- 
мирования этого вида рядов. 

В приведенных формулах г и $ являются согласно донущению любыми 
целыми числами, заключающимися между 0 ип 1. Но так как о©== 


п 
= тт т» Где р — тоже целое число, то если вместо г поставить 2% (п --1) ==», 


где ^ — любое целое число, положительное или отрицательное, то мы будем 
иметь 


эт [2 (ЕТ Ех] 9 = = 3 75; 
следовательно, мы получим вообще 


уе Рето ние = 1 или == 0, 

\ п 1 '’) 

в зависимости от того, равны ли между собою $ их или неравны. 
Выражение 2) (п --|- 1) = может представить все целые числа, поло- 

жительные или отрицательные, — как мы это уже видели в п. 87; следо- 

вательно, если мы имеем какое-либо целое число №, мы можем положить 

№ =2^(п--1) =”, откуда получитея === [М — 2) (п-- 1] и тогда мы 

получим вообще, каково бы ни было чиело №, 


Ал п Мозш 5? 1 __ 
УЕ паи, 


в зависимости от того, имеем ли мы равенство $ =-= [№ — 2) (п -|-1)] или 
же нет, где $ — целое чиело, заключающееся между Оип-- 1. 

49. На основе изложенного и, принимая во внимание, что выражение 
для &. состоит из двух частей, из которых первая содержит в себе на- 
чальные значения а переменной & а вторая содержит в себе начальные 
Ч? 
частей, причем первую обозначим через &.’, а вторую через &,”, так что мы 


будем иметь &.=&/--&,. 


значения а диференциалов мы рассмотрим отдельно каждую из этих 


Если допустить, что я — бесконечно велико, то угол ® == 1 
Ф ф 


2 > (п. 46). Произведя соответет- 
вующие подстановки в выражении для &.’, мы получим (п. 48) 


станет 


бесконечно малым, и 5т сведетея к 


Г __ ьч 2 ® „ ® , / „е* 
Е. = ь а. У вт эт ис зщ 50 60$ (и -- 1) №1; 


а разложив произведение 51 то с0$ (® 1)’ в ряд, 


и У: эт [ие | 
т Г эп ["— (#177 | 
я 1 511 5 у. 


Так как ® должно быть бесконечно большим числом, то число (п —- 1)№” 
мы всегда можем рассматривать как целое число, каково бы ни было 
число, выражающееся через #1. 
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Таким образом, если в последвей формуле предыдущего пункта поло- 
жить М == (и--Т)РАЬ то мы получим 


Гэш[и-- ® РО у 
5, У: п--1 


== [ин (и-Н ОА — 2А (п-- 1}]; 


и если положить М=х—(п-- ПИЬ то мы получим аналогично 


82 
где 


Г эт [^— (1) $ 
5, У в--1 


== [и— (п--1)#1— 2’ (и 1}], 
а Л и ^’ являются любыми целыми числами или равны нулю. 


Объединив два приведенных выше значевия, мы таким образом полу- 
чим просто 


. \ 1 
Я 59 $ = = —а,, 
‘’)} ю $ 


где 


1. 
р (Е, а, }, 


хде двойные знаки а, и а. соответствуют знакам $ и 5°. 

50. Вместо показателей или индексов хи $, указывающих порядковый 
номер тел, к которым относятся перемевные и а, представляется более 
удобным применить части самой струны, заключающиеся между первым 
неподвижным концом и этими телами. 

Обозначим, как в п. 46, через х часть оси или абениесу, соответст- 
вующую 6, а через а — соответствующую а; так как длина струны равна 


(/„ то мы имеем 


ИИ: 5 _@ 

1 1?’ В {? 
5/ 

а также —— 
п 


--1 


РИ 
——/, что дает 


д 


я ие, я — ие, ай 


/ / 
следовательно, вместо &, а, а, можно написать просто „а, а,. 


Подставив эти значения ”, $, $’в формулы предыдущего пункта, по- 
множив на Ги разделив на ® -|-1, мы получим 


а (2-5 1—2, 
=== (#— 11—22) 1), 


1 
Пр — — —- 
7х = 5 (а, а,,), 
где двойные знаки %, и @, соответствуют двойным знакам (и д’; эти 
и 
зваки, равно как и значения а и @, следует определить таким образом, 
что эти значения были положительными и меньшими, чем [. 
7 
51. Обозначим через А и А” значения а, и-Еа,, так что мы будем 
иметь вообще | 
АА, 
х 2 
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Следовательно, 

1) если х-- Ш’! лежит между О и [2 надо принять а=-Г ШТ и 
А = Ро; 

2) если т -- Ш! лежит между [и 21, надо принять а = — (2-5 #1 — 20) 
и А—= —&а, 


3) если г-- Ш лежит между 21 и 3$, надо принять а=х-- ШЕ— 2 
и А = [а и так далее. 


Точно так же 


1) если т— ШТ лежит между Ги 0, надо принять 9’ =х— Ши 
А’ = а; 

2) если “— № лежит между 0 и— 1, надо принять 4’ = —(#— Ш 
и А’=—= —& 

3) если х — #1 лежит между —[Ги— 2, надо принять @&’ = — ИЕ 
-- 2 и А’=а, и так далее. 


Как видим, эти различные случаи сводятся к определению абецисе 
аи а’ путем прибавления или вычитания из абециссы х отрезка №Ь 
причем если полученное значение переступит через один или другой конец 
оси [Г то отрезок следует отложить вперед или назад, как если бы на 
обоих концах происходило отражение от помещенных там препятствий, 
а соответствующую ординату х, или а, следует взять положительной, 
когда число отражений четное, или отрицательной, когда это чиело не- 
четное. 

52. Однако еще проще будет продолжить кривую величин % ва той же 
оси [, продленной в обе стороны, так что можно непосредственно получить 
ординаты а, и а, соответствующие абециссам ХЕ Ши 2—1. 

Для этой цели следует сначала построить на оси Г многоугольник 
с бесконечно большим количеством сторон или кривую, ординаты которой 
для какой-либо абециссы х составляют а, и которая задана начальными 
значениями смещений ё, всех точек струны; эту кривую следует переме- 
щать попеременно сверху и снизу той же самой оси, бесконечно продол- 
женной в обе стороны, так что в результате получится непрерывная кри- 
вая, составленная из равных ветвей, которые расположены симметрично 
относительно оси и соединяются своими концами; на этой кривой ординаты 
точек, равно удаленных от одного и другого конца оси [, всегда равны по 
своей длине, но противоположны по направлению. 

Если на этой кривой взять ординаты, соответетвующие абециссам 
х-- ШТи х— Ш, то мы получим значения А и Л’, и значение перемен- 


а, 
ной 6, по истечению какого-либо времени { будет представлено е помощью 
формулы 


р 1 
х— 5. (ель —- а). 


Указанное продолжение кривой, выражающей значения а, можно было 
бы прямо вывести из того, что в общем виде было нами доказано в п. 87, — 
если допустить, что струна вместо того, чтобы быть ограниченной двумя 
неподвижными точками, простирается в обе стороны до бесконечности; 
тогда многоугольник, который мы мысленно представили себе в настоящем 
пункте, превратится в непрерывную кривую, которая, будучи приложена 
к первому мгновению движения, представит кривую значений величин о, 
продолженную до бесконечности. 
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53. Рассмотрим теперь вторую часть &, которую мы обозначили через 
*,’ и которая представлена формулой (п. 46) 
 ф 
| о КУ |[2е-+-1 Из 
И = Ма, У ] те 31 59 вв. 
2 за > | 


Здесь следует начать с того, ‘чтобы освободиться от знаменателя 
$11 =; тогда эта формула станет подобной формуле для &.’ и ее можно 


будет подвергнуть таким же преобразованиям. 
Для этой цели я беру разность Г”, но так как показатель 7 входит 

только в 5ших, достаточно поставить символ Г) только перед этим синусом. 
Соглаено известным теоремам мы имеем 

5 7 = 9 51 -^ 603 (*- =). 
4 $ о) 


' 
= 


Ш ят то = зт (^-Р 1)о 


Подставив это значение в выражение для Г, мы получим 


1 
Г 208 ( +=) | ] 
„ 1 2). . . 
И О Оо ОИ ит) ‹ / _Ф. . 
1, =, ри, > т Я 59 ЭТ [2-5 5 | 
Для случая бесконечно большого и, положив т = — -- и разложив 


и 


1 . 
нроизведение соз (7 —- =} от (п -- 1) 1’, мы получим 


1 
п |, (и 1 ие - | о 


Е И — 1 . 1 т ГГ. 
Де” = -Н ЕО № а. У т Я 50 
1 
г. и |"— ФУМ >| е 
— ор, У т $11 5%. 


Это выражение 1%, состоит из двух частей, аналогичных частям выраже- 


ния для 6.’ (п. 49); стало быть к ним можно’ применить те же рассужде- 
ния и придать им такой же вил. . 

Следовательно, если на оси [ построим многоугольник с бесконечно 
большим числом сторон или кривую, ординаты которой для каждой абециссы 


х равны а», и которая задана начальными скоростями а, и будем ее пе- 
ремещать попеременно сверху и снизу от той же оси, неопределенно про- 
холженной в обе стороны, то в результате этого мы получим непрерывную 


кривую, подобную кривой предыдущего пункта. Если затем поставить — 


Да 
[ ® 1 ?» 
ИЛИ — т —_—_ | 
ИЛ Пе виесто п--1 И пренебре ть Величинои #1’ считая ее равнои 
вулю по сравнению с т, то мы получим 
т До . ® 
> арены. 
0%, = 21}/ (азарт “хр 


& отсюда, переходя от разностей к суммам 


и 


1 . . 
т — эй’ № ( Чеки —— Чип) Оу. 
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54. Как видим, эти суммы или интегралы выражают плошади кривых, 


координаты которых равны а; счет этих площадей следует начинать только 
с точек, где х=—=0 или где абсциесы равны Ши — Ш’Е однако удобнее 
начинать счет с общего начала абецисс, каковым является внешний край 
отрезка, 7. Для этой цели следует из площади, начинающейся в указанной 
точке и соответствующей абециссе х —ЙЬ вычесть площадь, соответствую- 
шую абециессе Ш” с тем, чтобы оставшаяся площадь начиналась в точке 
1==0; что же касается площади, соответствующей абециесе х — Ш то- 
к ней следует прибавить площадь, соответствующую — ЙЬ се тем, чтобы. 
ее начало отнести к той же точке начала абецисс. 


Обозначим вообще через ( Г а 4 всякую площадь, которая начинается 


в этом начале и которая соответствует какой-либо абецисее 5; соглаено- 
тому, что мы сказали выше, мы имеем в выражении для &,” 


э 95+ Ир Р=— ( Г с ах у — ( [а 4 р 


з ат 25 ( | а а» пу = | Г а 42) пи 


Подставим эти значения и заметим, что вообще 


(242). -Н( | <=) - ил =0, 


так как согласно природе кривой величин %х ординаты, соответствующие 
равным, но с противоположными знаками, абсциссам, тоже между собою 


равны и имеют противоположные знаки; так что мы всегда имеем о», --- 


Е а _в'+== 0. 


Таким образом мы получим просто (предыд. пункт) 


с [зади [349).] 


55. Наконец, соединив значения за И о мы получим следующее 
общее выражение для &, к концу любого времени # 


ры 1 1 , : 
‘% = 5) (алые адин) -- ФИ. |( | я 2 ли —( } ы 4х} из | 


Аналогичные выражения получаются для переменных \,, г если только 


> 


вместо й’ поставить й и вместо а, а поставить 3, у тит и если до- 


к? 
пустить, что кривые, соответствующие начальным значениям 3, 3 ит, 1» 
мы обозначали одинаковым образом. 

Определив таким образом продольные смещения &, и поперечные 
смещения 1, и С, каждой точки струны, соответствующей взятой на оси 
абсциссе х, мы будем знать положение струны к концу любого времени $, 
истекшего с начала лвижения, & так как начальные значения ох, 3, {, равно 


как а, В, |, совершенно произвольны, то мы видим, что ничто не может 
ограничить этого решения, поскольку кривые, составленные по этим зна- 
чениям, имеют постоянную кривизну и не образуют каких-либо конечных. 
углов, в результате чего могли бы возникнуть скачки в выражениях для, 
скоростей и для ускоряющих сил. 


| .. 
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7 
Мы приняли (п. 35) й = р й’ = У^., где {— длина струны и 
1 — маеса всех расположенных на ней грузов (п. 33); таким образом 1/ будет 
массой или весом всей струны, которая согласно допущению имеет рав- 
номерную толщину; следовательно, если через Р обозначим удельный 
вес струны, зависящий от ее плотности и толшины, то мы будем иметь 
41 = И? итак, мы получим 


1/Е 1 Е 
В—=—1/ —, Ру. 
| Р | Р 
Что касается величин Е и ГР’, то мы видели, что они представляют 
собою две постоянные величины, из которых одна, №, выражает натяжение 
струны и, следовательно, пропорциональна натягивающему ее грузу, а дру- 


гая, Г”, зависит от закона этого натяжения в части, касающейся растяжения 
струны (п. 32). 


56. Хотя природа кривых, представляющих значения а и а, мало иссле- 
дована, тем не менее легко видеть, что ординаты, удаленные друг от друга 
промежутком в 2 всегда между собою равны и имеют одинаковый знак 
и что площади, заканчивающиеся в этих ординатах, тоже между собою 
равны, так как вся площадь, соответствующая промежутку в 21, взятая 
в любом месте оси, продолженной до бесконечности, всегда равна вулю, 
ибо она составлена из двух частей, равных между собою, но имеющих про- 
тивоположвые знаки. 

Отеюда следует, что значение &, остается неизменным, если время # 


2 ® 
увеличить нау или на любое кратвое этои величины, следовательно, про- 
дольные смещения струны становятся одинаковыми к концу промежутка 


2 .Р 
времени, равного =) или эу/,; это продолжительноеть продольвых 


колебаний. 
То же самое относится к значениям 1, и С», если вместо №’ взять Й, 
т. е. вместо Г” взять [’; следовательно, продолжительность поперечвых 


. Р 
колебаний равна 21 и. 


Все авторы, писавшие до сих пор по вопросу о колебавиях звучащих 
струн, исследовали только поперечные колебания, причем для их продол- 
жительности они нашли ту же самую формулу, какую мы дали выше. 

Что касается продольных колебаний, то насколько я знаю только 
Хладни (Сад!) упомянул о них в своем интересном трактате по 
акустике, } 435; он указывает способ их получения ва скрипичной струне 
и отмечает, что издаваемый ими тон отличается от тона, получаемого при 
поперечвых колебавиях, откуда следует, что Е’ отлично от Г: таким 
образом при наличии весьма вероятной гипотезы, что упругая сила, с ко- 
торой каждый элемент струны сопротивляется своему растяжению или 
укорочению, пропорциональна вехоторой степеви т этого элемента, т. е. 
что Ф = К (1$) (п. 14), т должно быть отлично от единицы (п. 32), и 
если, как, повидимому, полагал Хладни, продольный тон всегда выше попе- 
речного, мы должны иметь Г’ ЕЁ и, следовательно, т >> 1. 

57. Мы видели (п. 36), что натянутая струва длины р, нагруженная я 
телами, может двигаться таким образом, как если бы ока имела только 


| . 
длину —-, где у является делителем п--1. Богда п бесконечно большое 
число, у может быть любым целым числом; таким образом звучащая струва 
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длины Г может колебаться подобно струне, длина которой составляет 
У 52 
-, Т.е. некоторую аликвотную часть # продолжительносеть ее колебаний 


У = 
Е 


В самом деле, если качальные и произвольные значения х и а таковы, 
что кривые или соответствующие места на оси Г разделяют эту ось на две 
или на у равных частей и ветви, соответствующие этим частям, одинаковы, 
но расположены попеременно выше и ниже оси, так что на равных рас- 
стояниях по обе стороны от каждой из точек раздела ординаты равны 
и имеют противоположный знак, то эти кривые, будучи затем продолжены 
до бесконечности, будут согласно построевию п. 49 иметь тот же вид, 
как если бы они получились из струны, длина которой составляет 


21 Р 29 
сводится тогда к —— и —„7 для продольных колебаний и к 
для поперечных. 


| 
только ——, а общее выражение 5, (п. 52) показывает, что значения $, 


соответствующие точкам раздела, всегда равны нулю; таким образом при 
продольных своих колебаниях струна сама собою разделяется на соответ- 
ствующее число равных частей, которые колеблются таким образом, как 
если бы их концы были неподвижны. 

То же самое относится и к поперечным колебаниям, представленными 
переменными м и 6. 

58. Так как тон, издаваемый звучащей струной, зависит только 
от продолжительности ее изохронных колебаний, которая для одной и той же 
натянутой струны пропорциональна ее длине, то отеюда следует, что 
струна, разделяясь сама собою ва равные . части, издает такие тона, кото- 
рые относятся к главному тону, когда струна колеблется вся целиком, как 
Яроби, вы. ажающие эти части, относятся к единице. Следовательно, когда 
струка разделяется на 2, 3, 4,... равные части, то эти тоны выражалотся 
1 1 1 
223’ 4’ 5’. 
двойную октаву и т. д. основвого тона. 

Эти тоны, которые струна сама собою может издавать, называют 
гармоническими тонами; известно, что их можно по желанию вызвать, 
если во время колебания струны слегка прикоснуться в ней в одной 
из точек раздела, которые называют узлами колебаний, — велед за Со- 
вером (Заиуеиг), который с помошью этих узлов впервые в Метотез 4е 
ГАсадспие 4ез Заептсез за 1701 г. объяснил гармонические тоны моно- 
хорды и других инструментов. Валлис (\\а1$) наблюдал их уже у струн, 
издававших тоны на октаву, дуодециму, двойную октаву и т. д. ниже той 
струны, которую заставляли звучать; звуча вместе с нею, они естественно 
разделялись на две, три, четыре, ... равных части, из которых каждая 
могла издавать тот же самый тон, какой издавала струна, которую заета- 
вляли звучать. (См. главу 107 его Алгедры.) 

59. Теория и опыт находятся между собою в Хорошем согласии по во- 
просу о получении гармонических тонов; но не так легко найти причину 
того явления, которое велед за Рамо (Ватеая), положившего его в осно- 
вание своей „Системы“, называют резонансом звучащего тела и которое 
заключается в соединении гармонических звуков с основныу тоном у вся- 
кой струны, которую заставляют звучать произвольным образом. 

Еели эти гармонические звуки действительно издаются струной одно- 
временно с ее основным звуком, то следует предположить, что струна 
одновременно совершает целые колебания и частичные и что ее действи- 


дгобями и, значит, составляют октаву, хуодециму, 


О малых КОЛЕБАНИЯХ ЛЮБОЙ СИСТЕМЫ ТЕЛ 299 


тельные колебания состоят из этих различных колебаний, подобно тому, 
как всякое движение может быть составлено или может считаться ©0- 
ставленным из многих других движений. 

Раньше (п. 47) мы уже видели, что с помощью формулы Даниила, 
Бернулли невозможно достаточно ясно объяснить одновременное существо- 
вание гармонических звуков; к этому можно добавить, что ряды, которые 
могли бы дать эти различные тоны, исчезают из формулы, когда мы допускаем, 
что число тел бесконечно велико и что при этом допущении, как мы это 
недавно доказали, для каждой точки струны получается закон простой и 
однообразной изохронности, непосредетвенно и просто зависящей от началь- 
ного состояния. 

Впрочем, если бы мы пожелали во что бы то ни стало объяснить 
многократный резонанс струн с помощью сложных колебаний, то нам при- 
шлось бы, например, считать, что начальная фигура струны составилась 
из различных наложенных друг на друга кривых, так что одна из них 
является осъю для следующей, причем первая образует на всем протяже- 
нии струны только одну ветвь; вторая образует две ветви, равные и распо- 
ложенные симметрично, разделяющие ось на две равные части; третья 
образует три равных ветви, разделяющих ось на три равных части, и так 
далее. 

Лолебания струны можно тогда считать составленными из целых 
колебаний по всей длине струны и из колебаний, соответствующих только 
половине струны, трети ее, четверти и т. д. Но так как подобное сложение 
кривых и колебаний является только гипотетическим, то те выводы, кото- 
рые отеюда можно было бы сделать по вопросу об одновременном существо- 
ваний гармонических тонов, были бы совершенно ненадежными. 

60. Вернемся теперь к общей формуле, найденной в н. 55. Так как 
величины “и, И @9,_„, являютея координатами заданной кривой, соот- 


ветствующими абсциссам ШТ и х—ШЬ то их можно представить 
в одном и том же виде с помошью функций этих абециее. Если обозначим 
<ииволом /[’ неопределенную функцию, то мы будем иметь 


„ета = ЕР 7, @&_=Е(— ИЦ. 


Бместе с тем, если взять другую функцию, обозначенную символом [, то 
можно положить 


(Гач" ли, ([а@®)„_ вне. 


Таким образом выражение для ё, (п. 55) может быть представлено в сле- 
хующем виде: 


(ЕР -Е(+— 0” (и -Н 1 —7(— И” 
г — р) —- 2’ ? 


где функции, обозначенные символами Г’ и Г, являются произвольными, 
так как они зависят только от начального состояния струны. 

Это выражение можно представить и в более простом виде, приняв 

Е (111, Ра-ио р 

—— тыр Представляет собою собственно 


только одну функцию х-- №71, которую можно обозначить символом Ф, и 
Е (1: — 11/1) Ё(х — №1) 

что ^^ ру ^ Тоже представляет собою только одну функцию 

2— ИГЬ однако отличную от предыдущей, которую можно обозначить 


другим символом Ч. 


во внимание, что 
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Указанным образом общее выражение для Ё будет приведено к сле- 
дующему виду: 
Е —=Ф(2-- Ш — (2—5. 


61. Ц этому выражению можно притти и непосредственно, пользуясь 
диференциальным уравнением, определяющим переменную & (п. 31). Еели 


положить —- - =0 и принять, как в п. 32, Е” = 018%, а символ Р конеч- 


ных разностей заменить символом 4 бесконечно малых диференциалов, то 
указанное уравнение примет следующий вид: 


02 


2. фт — Е'’а (=) == 0. 


ОТ 


Ш Е” 
Если теперь положить &{ = 4х, ат == ри й” — и“ т, то это уравне- 
Ш 


ние получит следующий вид: 


это — уравнение в частных диференциалах второго порядка между тремя 
переменными &, х, & полным интегралом которого являетея уравнение 


—=Ф(2-- И-М (1—9), 


где знаки Ф и ХТ, как и раньше, обозначают две произвольных функции. 
Эти функции должны быть определены с помощью начального состояния 
струны и с помощью условий, что оба конца должны быть неподвижны. 
Если их разложить на две других функции, обозначенных символами Ёи [ 

Е Г 

< — — — — 

и притом таких, что Ф Рэй и р 5 р”. То мы получим 
Е (8 + ТЭ-Е(— 0 Е -- Ш—Р(а— 11 
"= 2 - 21 , 


как мы это вывели раньше из своего построения; первое условие, если 
положить { —=0, дает 


ЕР =а и (аа, 


откуда следует 


1 (5) = Г хат; 


таким образом с помощью начальных значений х и а мы тотчас же полу- 
чаем значения функций Ё(х) и [(х) по всему протяжению 7 струны. 

Условия неподвижности концов струны дают Ё==0, когда х =0 и когда 
1 —=1 каково бы ни было значение +. Если обе функции Ги [ отдельно 
подчинить указанным двум условиям, что вполне допустимо, то для первой 
из них мы получим 


Г =— Ра, Ра =Ь— Ра—0 


и для второй ` 


Г-З =Хфа®,, гаш =га—ъ, 
что с помощью диференцирования дает 


РР =Рао, Гани =—фРа—№9; 
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отсюда видно, что условия, которым должна удовлетворять функция [”, 
аналогичны условиям для функции /. 

Эти условия определяют значения функций (25), [’(х) для абециее т 
отрицательных или превышающих { соответственно значениям этих функ- 
ций для абсцисс, лежащих между 0 и [; легко видеть, что отеюда полу- 
чаются построения, данные в п. 52 и 553. 

Если вместо продольных смещений & рассмотреть поперечные смеще- 
ния или 6, то мы получим то же самое диференциальное уравнение и, 
следовательно, тот же интеграл и те же построения, при этом придется 


лишь вместо №’ взять й и вместо а, я взять В, В или 1, 1. 


Эти построения аналогичны тем, какие были даны Эйлером для опре- 
деления вида струны в любой момент времени, исходя из ее начального 
вида, отвлекшись при этом от скоростей, сообщенных ей в начале движе- 
ния. Следует, однако, отметить, что так как построение Эйлера основано 
только на функциях, представляющих интегралы ‘уравнений в частных 
диференциалах, то они не могут иметь более широкого значения, чем то, 
которое допускает природа функций, будь то алгебраические функции или 
трансцендентные. А так как диференциальное уравнение для всех точек 
струны и для всех моментов ее движения остается одним и тем же, то 
зыражаемое им отношение должно постоянно и равномерно сохраняться 
между переменными, какое бы протяжение мы ей ни дали; отсюда следует, 
что хотя произвольные функции сами по себе имеют неопределенный вид, 
тем не менее, когда этот вид на определенном промежутке залан началь- 
ным состоянием струны, то отсюда естественно можно сделать вывод, что 
эта форма должна оставаться одной и той же на всем протяжении функ- 
ции и что ее нельзя изменять с целью подчинить условиям, связанным 
с принятой неподвижностью концов струны. 

И Даламбер, которому мы обязаны нахождением этого интеграла в про- 
извольных функциях, всегда утверждал, что вытекающее отсюда построе- 
ние только тогда законно, когда начальная кривая имеет такой вид, что 
в силу своей природы она имеет попеременно равные и подобные ветви, 
которые все заключаются в одном и том же уравнении для того, чтобы 
та же функция могла представить данную кривую со всеми ее ветвями, 
до бесконечности. Наоборот, Эйлер, принимая аналитическое решение 
Даламбера, полагал, что для образования непрерывной кривой достаточно 
перемещать начальную кривую попеременно вверх и вниз от оси до беско- 
нечности, не заботясь о том, могут ли различные ветви быть связаны 
одним и тем же уравнением и подчинены закону непрерывности аналити- 
ческих функций. См. Мбтотез 4е Веги за 1747 и 1748 тг. ит. Ти [У 
Оризещез Даламбера. 

62. Формулы, дающие движение натянутой струны, нагруженной нео- 
пределенным числом равных тел, не вызывают никаких затруднений, 
поскольку движение каждого тела, определяется частным уравнением; ясно 
что, если эти же формулы можно применить в движению струны равно- 
мерной толщины, допуская, что число тел бесконечно велико, а их взаим- 
ные расстояния бесконечно малы, то закон, который отсюда получится для 
колебаний струны, будет совершенно независим от первоначального 
состояния; и если этот закон окажется тем же, какой получается из рас- 
смотрения произвольных функций, то тем самым будет доказано, что эти 
функции могут быть любого вида, непрерывного или прерывного, лишь бы 
только они представляли начальное состояние струны. Этим именно путем 
я в первом томе Метотез 4е Тит доказал правильность построения 
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Эйлера, которое до тех пор еще не было достаточно обосновано. Приме- 
ненный мною там анализ, за исключением некоторых упрощений, которые: 
я ввел с тех пор, совершенно подобен тому, какой я дал сейчас; я полагал, 
что его следует привести и в настоящей работе, так как он прямо приво- 
дит к строгому разрешению одного из наиболее интерееных вопросов 
механики. 

Общность произвольных функций и их независимость от закона непре- 
рывности, доказанные для интеграла уравнения, относящегося к колеба- 
ниям звучащих струн, Дает основание считать, что эти функции могут 
быть аналогичным образом применевы при интегрировании других уравне- 
ний в частных диференциалах; я сам во втором томе указанных Мёто1тгез 
показал, каким образом многие из этих уравнений можно проинтегрировать, 
не исследуя произвольных функций, и при этом притти в тем же реше- 
ниям, какие можно получить с помощью этих функций, изученных во всем 
их объеме. 

В настоящее время принцип прерывности функций является общепри- 
нятым для интегралов всех уравнений в частных диференциалах, и пост- 
роения, которые Монж (Мопое) дал для большого количества этих 
уравнений, соединенные с теорией образования поверхностей с помощью 
произвольных функций, не оставляет больше никакой неясности в во- 
просе о применении прерывных функций в проблемах, зависящих от такого 
рода уравнений. 

63. Заслуживает быть отмеченным, что формула 


= Ф (Г-Н (и — №), 


удовлетворяющая уравнению в частных диференциалах 


л9= 
0- 


912 —_ о? 


— 0, 


удовлетворяет и такому же уравнению в конечных разноетях, которое может 
быть представлено в следуюшем виде: 


[2 


если только допустить 0х = ПЕ и принять РТ постоянным. В самом деле, 
если варьировать только т, то 


1072, Ф (Е М) =Ф(-+- ПМ) —2Фа-РФ(%— Р-Р И), 
а если варьировать только №, то 
1, Ф (В =Ф(РИЕЛ — 2Ф (РФ (-Ри—ЕЬО; . 


эти выражения становятся равными, если положить 0); = ЛЕ то же самое 
можно получить для функции Ф (х— 1). 

При бесконечно малых величинах условие 4 -= #4 отпадает, и инте- 
грал всегда существует; основание этого заключается в том, что в данном 


с (2 
случае выражение —, которое по виду представляет второй диференциал 5, 


разделенный на квадрат диференциала &, является не чем иным, как симво- 
лом, выражающим простую функцию Ь выведенную из первоначальной 
функции $ и отличную от этой функции, которая совершенно ке зависит 
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м 
от значения (1. То же самое верно и для выражения и по отношению 
к д; в этом превращении функций фактически и заключается переход 
от конечных величин к бесконечно малым и самая сущность диференциаль- 
ного исчисления. 

64. Я слелаю здесь еше одно замечание, которое может оказаться 
полезным во многих случаях. Я имею в виду новый метод интерполяции, 
вытекающий из формул п. 48. 

Мы видели, что величина 


Е У, |5 ( т } №, п т ) 


становится равной а,, когда 7 ==1, 2,8,..., И. Следовательно, если имеется: 
ряд величин 4, 4, &.,..., 9» Чиело которых равно и, можно с помощью 
приведенной формулы выразить любой промежуточный член, порядок кото- 
рого обозначен любым целым или дробным числом 7, так как если после- 


довательно принять 7 =1, 2, 8,..., п, то формула дает а, а, а, ..., 4, 
Символ & обозначает сумму всех членов, соответствующих $=1, 2, 
3,.... ИП, а символ У, — сумму всех членов, соответствующих р =1, 2, 83,..., т, 


причем т обозначает угол, соответствующий двум прямым. 
Допустим, что задан только один член а; положим п==1, $=1, 
р = 1, тогда мы получим для общего выражения «.. 


— 


. #5: 
@„ — 1 УП —. . 


Пусть я ==2 и пусть два заданных члена равны &,, а; если положить 
$=1, 2, о =1, 2, То мы Получим 


2 ‚. Тя и_. 9 
я. —-— (| А’ — и —=— 
= ( НА 5"), 
где принято 


1” —___ ‚ у о Эп 
А’ == а т 5 7 а >, 
. 2т . 47 
И —_ `^ ОНИ 
4” == 4, $11 5 -- 1—5. 


Пусть ®==3 и пусть заданные члены равны 9%, 05, аз; положим 
3=1, 2, Зи р=1, 2, 3; тогда мы получим 


2 . д . ^ . | 
а, = [’ т — -- А” т вт —- 4” ям =) р 


где коэфиниенты А’, .1”, А” определяются следующими формулами: 


от . 2п .  Зл 
А’ = а тб т -- т, 


. ЖЖ . 4т . бл 

” =— — — праиииные. 
А" = а; тр -- п я -, 
. З . бт . Эт 
А" = 4; 1 -- 425 а. 3т 1) 


и таЕ халее. 
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При обычном методе интерполирования допускают, что через концы 
координат, представляющих заданные члены, мы проводим параболическую 


кривую вида 
у== а ох -- сл? а18-—.... 
При изложенном выше методе вместо параболической кривой принимают 
кривую вида 
. пл Эт .  Зх 
— А’ вт М В А” за 7" "т .... 
у ] ат Ат — р —|- А р. | 


Существует очень много случаев, когда последнее допущение можно пред- 
почесть, как более соответствующее природе задачи. 


ДОПОЛНЕНИЯ и ПРИМЕЧАНИЯ 


Г. 


ПУАНСО (РО{ХЗОТ). 


ОБ ОСНОВНОМ ПОЛОЖЕНИИ „АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ“ ЛАГРАНЖА. 


1. Известно, что Лагранж в своей знаменитой книге, озаглавленной им „Ана- 
литическая механика“, поставил себе целью свести механику к общим формулам, 
выведенным из единственного принципа виртуальных скоростец, или, вернее, из 
диференциальной формулы, выражающей этот принцип. Для придания своему труду 
большего совершенетва автор при разрешении исследуемых им проблем ста- 
рается избегать применения каких бы то ни было чертежей или аргументов, 
основанных на геометрических или механических соображениях; все операции про- 
изводятся у него путем исчисления и с помощью простых изменений координат; 
даже столь естественный и простой вопрос, как вопрос о сложении сил, приложен- 
ных в одной точке, мы видим представленным в чисто аналитическом виде. 

„Если какие-либо силы Р, ©, В,..., направленные по линиям р, 4, !,..., 
действуют на одну и ту же точку, и мы захотели бы эти силы совести к трем 
другим силам я, П, У, направленным по линиям 6, т, о, то для этого, — говорит 


автор, — нам следует лишь рассмотреть равновесие сил Р, 0, В,..., ин, ФТ, Ф, 
приложенных к той же точке и направленных соответственно по линиям р, 4, т,.. 
—6& —4, —ф, и в результате составить уравнение 


Рар- ба Ва... 


которое должно оставаться верным, каким бы образом мы ни варьировали положе- 
ние точки встречи всех сил. Но каковы бы ни были линии &, т, о, ясно, что если 
только все они не лежат в одной и той же плоскости, их будет достаточно для 
определения положения этой точки, следовательно, линии р, 4, т,... можно всегда 
выразить с помощью функций 6, п, о, и приведенное выше уравнение должно 


иметь силу в отдельности для вариаций указанных трех величин; отсюда следует, 
что мы имеем 
от 


= р 9 94 
РР Е РА +. 


= 42—14 — Фо =0, 


— р 9 04 д" 
=Ро 9-Е 


‘дл .‚..у 


_ р 9 94 ду ИВ 
х=Р о. 9-Е (.. 9). 


Таковы формулы, данные Лагранжем для того, чтобы силы Р, ©, В,..., при- 
ложенные к одной и той же точке и действующие по направлениям линий р, (4, 
",.... свести к трем другим силам Я, П, У, направленным по трем любым заданным 
линиям &. т, с; эти выражения к тому же совершенно аналогичны тем, какие мы 
имеем для преобразования любой системы сил, действующих на различные точки, 
связанные между собою произвольным образом, — в другую эквивалентную систему 
сил =, П, Х, приложенных к тем же точкам по другим направлениям Ё, т, с,.... 


*) Приведенные выше строки взяты из первого издания, стр. 62; во втором 
издании, опубликованном Лагранжем (см. стр. 88 настоящей книги), они были 
автором несколько видоизменены, но замечания Пуансо применимы к новой редак- 
ции совершенно так же, как и к старой. Прим. Бертрана. 


20* 
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2. По поводу приведенного положения Лагранжа следует сделать одно суще- 
ственное замечание, которое, повидимому, ускользнуло от внимания автора „Анали- 
тической механики“. Замечание это сводится к тому, что рассматриваемые фор- 
мулы совершенно не подходят, как это можно было бы предположить, ко всем 
видам линий или координат &, т, с,..., хотя эти линии и годятся для определения 
положений тел. Приведенные формулы хороши только в том случае, когда эти 
новые линии (подобно первым р, 9, г,...) представляют собою расстояния рассма- 
триваемых тел от каких-либо неподвижных центров или от каких-либо неподвижных 
плоскостей, как это имеет место в случае обычных координат х, у, 2, обозначаю- 
щих расстояние исследуемой точки от трех неподвижных взаимно перпендикулярных 
плоскостей. Вообще, можно сказать, что для того, чтобы эти формулы были вер- 
ными, требуется, чтобы природа линий &, т, с,... была такова, чтобы их диферен- 
циалы 4&, дл, 4%,... выражали виртуальные скорости точки приложения сил #, П, 
у,..., т. е. чтобы любая из них, 4, была прямоулольной проекцией на направление 


силы Я бесконечно малого смещения, которое мы представляем себе сообщенным 
этой точке в пространстве; без этого условия все указаниые аналитические пре- 
образования, хотя бы с точги зрения чистого анализа они и были верными, ока- 
жутся неверными в области механики и приведут к неправильным выводам. 

3. Предположим, например, что речь идет об одной единственной точке, под- 
верженной действию любых сил Р, 0, В,..., направленных по линиям или радиу- 
сам-векторам р, 4, т,..., И что мы желаем эти силы свести к трем силам #, П, 
у, действующим по трем координатам Ё, п, <, параллельным трем неподвижным 


осям, находящимся друг к другу под косыми углами; согласно теории автора 
можно было бы подумать, что для искомых сил мы будем иметь 


= р 9 94 д . 
Я = ЗЕ 9-Е НВ Еф ...) 


__ о 0 09 дт 
П=Р.. 9-8 ...) 


однако это неверно, так как можно доказать, что равнодействующая сил Р, 0, 
В,... не будет тождественна равнодействующей трех сил #, П, У, определяемых 
с помощью приведенных уравнений. 

В самом деле, пусть [(ф, 4, ",...) любая функция радиусов-векторов р, 4, 
т,...; Обозначим через |’ (р), (9), Р(г),... первые функции этой Функции, взятые 
по отношению к линиям р, 4. т,....Я доказал *), что силы Р, ©, В,..., пропорцио- 
нальные этим первым функииям и направленные по соответствующим линиям р, 
4, Т,..., имеют равнодействующую, перпендикулярную к кривой поверхности, 
заданной уравнением 

Ё(р, 9, т) = сопз$, 


причем р, 4, 7,... рассматриваются как переменные величины. 

Представим себе теперь три наклонных оси, не расположенных в одной и той 
‚ же плоскости, и пусть &, л, <— три координаты точки приложения сил по отноше- 
нию к этим осям; тогда линии р, 4, г,... можно всегда выразить с помощью коор- 
динат &, п, с; если эти выражения внести. в функцию Ё(р, 9, т,...) вместо р, 9, 
т,...., ТО мы будем иметь 


(р, а, т,...) == (Е, т, с) = в013%, 


откуда, диференцируя последовательно по &, т, с, мы выведем 
07 9 ду й 
Ре) оЕ--ЕРФ- РО... =9 0, 
др ба ду 
У (2) —^ "(0 — (1) — о’ 
(р) ст - РЁ (а) дп НГ (7) дк -- ... 9 (х), 


д 
Р’(Р) + га) + Р() га --... =9' 0). 


®< *) См. 55а ие Пуанео и мемуар, озаглавленный ТЬбоШе 6 пбгайе 4е Г6ди1- 
НЬге её ди шопуешетф дез зузёётез (Лоцгпа] ае ГЕсо!е Роубесвтдие, ХШ вает). 
Прим. Бертрана. 
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Ч 


Следовательно, согласно формулам Льгранжа три силы Я, П, У, к которым сво- 
дятся силы [’ (р), !’(а), Р(1), будут выражены е помощью 


= =$'(2), П=У(т), У=9(. 


Таким образом $’(5), $'(п), $’(<) должны предетавлять собою три силы, равнодей- 
ствующая которых тождественна равнодействующей рассматриваемых сил [Ё/(р), 
Г’(4), Р’(г),... и, следовательно, направлена перпендикулярно к поверхности, задан- 
ной уравнением 

Г(, Ч, т,...) = 0108$. 


Но эта поверхность тождественна такой поверхности, которая была бы задана 


уравнением , 
ф (5, т, с) = с0п8$ 


между косоугольными координатами &, л, с. Следовательно, если рассмотреть по- 
верхность, представленную уравнением 


ф (5, т, с) = в0п8$ 


между тремя координатами &, п, <, относительно трех косоугольных осей, то можно 
было бы утверждать, что три силы, направленные по этим координатам и про- 
порциональные трем первым функциям 9’(<), Ф’(п), $'(с), дают равнодействующую, 
перпендикулярную к рассматриваемой поверхности, или находятся на этой поверх- 
ности в равновесии. Но это неверно, в чем можно убедиться непосредственно 
с помощью самого принципа виртуальных скоростей. 

В самом деле, для равновесия точки, к которой приложены три силы $7 (5), 
ф’(<), Ф’(<), требуется, чтобы сумма виртуальных моментов этих вил была равна нулю 
для каждого бесконечно малого смещения 4$, какое мы пожелали бы дать этой 
точке на поверхности. Следовательно, если мы обозначим через 6%, 5л, 66 три пря- 
моугольные проекции на три косоугольные оси $, х, с, то для равновесия необхо- 
димо, чтобы всегда имело место равенство 


ф’(Е) 5$ - 9’(п)5т - $'(с) 55 = 0, 


или же, так как 43 представляет собою диагональ ромбоэдра, гранями которого 
являются диференциалы 4&, 4х, 4°,‘и так как три проекции 4$ на направлении 
этих граней выражаются с помощью следующих формул: 


0= = ЧЕ -- Лак -| в 45, 
— дк уе -| Л @Е, 
03 = Е и аЕ-- уая 


[у 
а 


) 


—^м —^ 
(где ^, в, у— косинусы углов ё, &, по, образуемых между собою осями коор- 
динат), то, если вместо 06, бп, 85 подставить их значения, для равновесия тре- 
буется, чтобы между диференциалами ЕЁ, ат, 4 всегда имело место уравнение 


«[Ф” (8) -- 9" (<) -Е рф’(в)] 48 -- [9' (=) + ур (в) + №9’) @* №’) в’ ® + 
+- уф’ ()] ° = 0. (1) 


С другой стороны, так как движущаяся точка всегда остается на поверх- 
ности, одновременно должно существовать уравнение 


4’ (&) а - $’ (=) ап - $' (3) в = 0. (2) 


Но ясно, что уравнения (1) и (2) не могут одновременно существовать, если только 
коэфициенты 4, ап, 4 в одном из них не будут пропорциональны коэфициентам 
тех же неопредзленных величин во втором уравнении и, следовательно, если 
только мы не будем иметь следующих двух уравнений 


Ф” (5) [99' (<) - №4’ (8)| — +'(=) [9 (®) - ве’ (в)] == 0, 
ф' (5) [УФ' (=) -- вФ’()] — +'(<) Г’ (®) + в’ ()] = 0; 
а эти Уравнения не могут иметь места в общем случае, т. е. независимо от пере- 


менных &, т, с, и, следовательно, от положения точки на рассматриваемой поверх- 


НОСТИ. 
Таким образом движущаяся точка с любыми координатами & п, с не может 
быть удержана в равновесии на поверхности тремя силами $’(ё), $’(=), %’(5}; 
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значит, результирующая этих сил не направлена нормально к этой поверхности и, 
следовательно, она не тождественна равнодействующей заданных сил [(р), /Ё’(4), 
Г’(т),..., что и требовалось доказать. 

4. Итак, формулы Лагранжа для преобразования сил при указанном допуще- 
нии косоугольных координат $, п, с неверны, и существует только один случай, 
когда ошибка может исчезнуть, а именно Тот случай, когда координаты &, т, с 
удовлетворяют приведенным выше двум уравнениям и одновременно удовлетво- 
ряют уравнению поверхности 

ф (Е, м, с) = соп56, 


что, как видим, соответствует только определенной точке этой поверхности или 
известной определенной пропорции между тремя силами $'(=), $'(м), 9'’(с). Однако 
даже в этом единственном случае, когда равнодействующая трех вил # П, У 


имеет такое же направление, как равнодействующая рассматриваемых сил [Р’(р), 
7’(4),..., мы найдем, что она имеет неодинаковую с ней величину; таким образом 
мы получаем вывод неверный и с этой стороны. 

В том случае, когда весе три косинуса ^, в, у равны нулю, приведенные выше 
два условия всегда сами по себе выполняются, и формулы Лагранжа оказываются 
всегда правильными. Таков случай координат &, т, о, отнесенных к трем взаимно 
перпендикулярным осям. Действительно, для подобных координат диференциалы 
4 ап, 4 предетавляют с0б0ю выражения самих виртуальных скоростей движу- 
щейся точки, измеренных по направлению этих линий, и диференциальное уравне- 


ние 
$ (8) @&  9'(п) а -- 9’ (с) &в =0, 


выведенное из уравнения поверхности, выражает равенство нулю суммы виртуаль- 
ных моментов трех сил $’ (5), $’ (п), $’ (с) и, следовательно, равновесие этих сил 
в точке, которая согласно допущению должна описывать эту поверхность. 

Но при любом ином допущении, при котором все три величины *, р, у не равны 
нулю, приведенные два условия не могут быть выполнены независимо от значений 
=, п, с, и указанные формулы всегда оказываются неверными. 

5. Пусть, например, мы имеем чрезвычайно простой случай точки, раеполо- 
женной на окружности неподвижного круга. Если взять уравнение этого круга 
в прямоугольных координатах 5х и у, мы будем иметь 


Ри, уф = сопзы 
г’ (2) ав -Р (9) 4у = 22 аз  2уду =0; 


в данном случае можно с полным основанием утверждать, что две силы Х и У, 
взятые по направлению координат в отношении Иервых фучкций [’ (2), Г!’ (9), дают 
равнодействующую, перпендикулярную к окружности круга, и удерживают точку 
их приложения в равновесии на этой окружности. 

Но если вместо этих прямоугольных координат 2, у взять две других & ит 
с тем же началом и, скажем, одну из них, Е взять по направлению 2, а другую, п, 
под углом &а к первой, что даст 


откуда 


я =ё--пеоза, у=пзша, 
то после подстановки мы получим 
Е (2, у) = (& п) = = -Р & -- 2 в08 « = с018%, 


Ф’ (5) а -Н х’ (п) ат =2 (< т вов а) 4-2 (^-Н & сов а) 4к = 0. 


Но ясно, что две силы, пропорциональные 9’ (<) и $’ (п), т. е. в данном случае 
пропорциональные (& -- я с03<) и (п -- воза), не дают равнодействующей, перпенди- 
кулярной к окружности рассматриваемого круга; в самом деле, для этого было бы 
необходимо, чтобы равнодействующая проходила через центр и, следовательно, 
чтобы две ее составляющих по направлениям ё и т были пропорциональны просто 
бит, а не Е + псова) и (п-- ё соза). 

Таким образом, хотя мы здесь имеем (если положить $’ (& =, %' (п) = П) урав- 


нения 

ду да ду 

— П=хХ — У — 

0Ё’ дп + дп’ 
нельзя утверждать, что две силы Х и У, направленные по прямоугольным осям 5х и у, 
могут быть сведены к двум силам я и П, направленным вдоль осей косоугольных 
координат & и т. 


откуда 


-__ < 0% 
=ХЕтУ 
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Для того чтобы имело место соотношение 
Е лооза: м | Ёсоза: :Ё: т, 


мы должны иметь соза =0, что представляет собою случай взаимно перпендику- 
„лярных координат & и т. 

Или же мы должны иметь & =, а это предетавляет только частный случай 
положения рассматриваемой точки М на окружности круга, уравнение которого 


ф (Е, п) = в0п8%. 


Но даже в том единственном случае, когда равнодействующая двух сил Ни П 
имеет одинаковое направление с равнодействующей двух сил Х и У, мы найдем, 
что эти две равнодействующие 


У =? Е 2ЕП сов «+12 и Ух У? 


имеют различные значения и что первая из них относится ко второй, как 1 -- воза 
‚относится к единице. 

Таким образом, если с05@ не равен нулю или, что то же, если координаты 
си т косоугольные, то рассматриваемые силы Х и У никогда не могут быть 
‚сведены к двум силам = и П, заданным формулами Лагранжа. 

6. В приведенном выше анализе, для того чтобы предетавить силы Р, ©, В,..., 
которые надо было свести к другим силам, я взял просто первые функции одной 
и той же произвольной функции [(р, 4, т,...) радиусов-векторов р; 4, г,..., вдоль 
которых силы направлены; это только прием, с помощью которого можно тотчас 
же определить направление равнодействующей силы при посредстве направления 
нормали к поверхности кривой, которая получается, если взять уравнение 


Р(р, 9, ',`...) = ©0108. 


Но так как может возникнуть мысль, что подобное допущение представляет собою 
нечто, ограничивающее наше доказательство случаем определенных сил, будет 
уместно отметить, что оно годится для любых сил Р, 0, В,..., заданных каким 
угодно образом. В самом деле, какова бы ни была избранная нами функция Г, мы 
имеем возможность поместить центры сил где угодно по их направлениям р, 4, Г,..., 
-и всегда можем избрать для этих линий такие протяжения, которые дают 


ГР (р) =Р, ЁР(4)=09 Р@Ф=Ё,... 


Впрочем, если бы мы взяли силы любых размеров 4, В, (С,..., то очевидно их 
всегда можно рассматривать как первые функции линейной функции 


Ар-- Ва "+ ..., 


взятых по отношению к линиям р, 4, ',..., по которым согласно условию силы 
направлены. Таким образом наше допущение всегда законно и наше доказательство 
обладает всей требуемой общностью. 

1. Итак, мы видим, что в аналитической механике, основанной исключительно 
‘на принципе виртуальных скоростей, единственные координаты, которыми допу- 
стимо пользоваться, должны обладать тем свойством, что их диференциалы пред- 
ставляют в этих координатах прямолинейные проекции малых отрезков, описываемых 
согласно предположению в пространстве точкой приложения сил. Это имеет место 
в случае координат р, 4, ",..., ®, у, 2, 0 которых мы говорили выше, а также тех 
координат, которые состоят из радиуса-вектора р и двух углов или дуг круга ф, $, 
перпендикулярных к этому радиусу, и т. п. Но следует исключить все те коорди- 
наты & т, ©, которые не обладают указанным свойством. Таким образом будет 
неверно утверждать, что при данном аналитическом методе нас ничто не заста- 
вляет отдавать предпочтение прямоулольным координатам перед иными линиями или 
величинами, определяющими положения тел, и т. 9. (см. п. 11, стр. 35); по этому 
‘поводу следует еще отметить, что принцип виртуальных скоростей не дает столь 
общего метода, как это можно было бы предположить. 

Так, например, в том случае, когда большое количество сил Р, ©, В, 5,... 
находятся в равновесии в одной точке, принцип виртуальных скоростей говорит 
просто, что силы, будучи спроектированы нормально на любую прямую, проходящую 
через эту точку, должны дать сумму, равную нулю. В самом деле, если мы назо- 
вем ди любую линию, указывающую смещение точки приложения сил в пространстве, 
-го линии 90, 44, 4",... будут не чем иным, как прямолинейными проекциями 4% 
на линии р, 4, г,.... Указывающими направления сил Р, ©, В,... Следовательно, 
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если мы назовем $, %,, $",... углы наклонения этих сил к линии ди, то мы будем 
иметь . 
4р = ди с0з1, 44= и 0087, ат=аисозт,,..., 


и уравнение виртуальных скоростей 


Рав 9 а9-- ЕВ аг-... =0, 
после разделения всех членов на общий множитель 4% перейдет в 
Р воз -|- © созт -- В созз” -... =0; 


последнее уравнение показывает, что силы, спроектированные под прямым углом. 
на любую ось, Должны в случае равновесия дать сумму, равную нулю. Но пранцип 
сложения сил говорит более общб, что если силы спроектировать на какую-либо 
ось с помощью линий, параллельных одной и той же плоскости, находящейся под 
любым углом наклона к этой оси, то сумма всех этих наклонных проекций должна 
быть равна нулю. Дело не в том, что второе положение нельзя легко обосновать 
с помощью первого, но выражение второго принципа очевидно носит более общий 
характер, чем выражение принципа виртуальных скоростей. 

Точно так же можно отметить, что уравнения равновесия твердой системы 
доказаны в „Аналитической механике“ только по отношению к трем взаимно перпен- 
дикулярным осям; однако, как я показал в своей „Статике“, совершенно такие же 
уравнения получаются по отношению к любым трем косозлольным осям. Таким обра- 
зом и в этом примере принцип виртуальных скоростей не является столь общим, 
как принцип сложения сил. Он не является также и столь прямым; в самом деле, 
если он приводит к трем первым уравнениям при применении прямоугольных ко- 
ординат х, у, 2, то три последних уравнения он может дать только при замене 
этих координат другими координатами иного вида, причем их выбор представляется 
произвольным или кажется произведенным только для Того, чтобы получить урав- 
нения равновесия, которые наперед известны. 

Впрочем, хотя Лагранж дает основание полагать, что при его методе можно: 
применять координаты любого вида, если только они пригодны для определения 
положений тел, чрезвычайно интересно, Что этот математик никогда не применял 
иных координат, кроме тех, которые фактически подходят к принципу виртуальных 
окоростей; по крайней мере я не знаю такого примера и полагаю, что его и нельзя 
найти в работах „Лоелранжа. В самом деле, если бы для разрешения какой-либо 
проблемы он попытался воспользоваться некоторыми координатами, недопустимыми 
при его методе, то весьма вероятно, что заметная ошибка в каком-либо полученном 
им выводе навела бы его на мысль об ошибочности его формул; тогда, конечно, он 
сам не замедлил бы сделать по этому поводу ясную оговорку, по крайней мере 
во втором издании своего прекрасного труда. 

8. Как бы то ни было, все могло бы быть очень просто исправлено, и мне каза-- 
лось целесообразным указать это раньше, чем закончить настоящую статью, так как 
причина ошибки сразу видна и сверх того ясно, чтб нужно сделать для того, чтобы 
ее избежать, не отказываясь от применения тех координат, которые дают повод. 
для этой ошибки. 

В самом деле, какова бы ни была природа тех координат, &, т, с,..., в коТО- 
рые мы желаем преобразовать линии или радиусы-векторы р, 4, т,..., известно,. 
что всегда можно, по Лоиранжу, взять следующее совершенно правильное уравнение 


Рар-- чаа-- Ва" -- ... 2$ [48 - Пак -- Х 45 ..., 


где я, П, У,... представляют собою величины, выраженные с помощью уравне- 
ний пункта 1. 

Но теперь я отмечу, что в левой части уравнения диференциалы ар, 49, а", ... 
обозначают виртуальные скорости точки приложения сил по направлениям линий 
р, 4, г,... и что, таким образом, каждый член Р ар представляет собою виртуальными 
момент силы Р. Если в правой части уравнения диференциалы 4$, 4м, 4°,... обла 
дают тем же свойством, т. е. если каждое 4Ё обозначает виртуальную скорость 
точки по направлению &, то каждый член = 4 тоже является виртуальным момен- 
том силы, выраженной через Е; тогда из данного уравнения, содержащего в себе 
две‘суммы виртуальных моментов, которые всегда остаются равными между собою, 


можно с полным основанием сделать вывод, что система сил =, П, №...  ©по- 
собна заменить систему заданных сил Р, 0, В, ...- 
Но если диференциалы 4%, дл, 45,... не обладают указанным свойством, то 


г 


каждый член типа #4 уже не является виртуальным моментом силы = и тогда 
согласно самому принципу виртуальных скоростей нельзя делать вывода, к кото- 
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рому мы пришли раньше, что совокупность сил я, П, У,... эквивалентна с©ово- 
купности заданных сил. Такова та своеобразная ошибка, в которую мы впали бы, 
если бы из правильного принципа и из верного уравнения мы сделали неверный 
вывод, не обратив внимания на то обстоятельство, что фактически данное уравне- 
ние представлено не в том виде, который соответствует выражению принципа. 
И одновременно в этом можно увидеть средство для избежания подобной ошибки, 
не изменяя координат &, т, с,..., которые могли бы дать повод для этой ошибки. 

В самом деле, если бы мы пожелали получить действительные силы #/, ГП’, 
х",..., которые, будучи направлены по координатам &, п, с,..., способны заменить. 
силы Р, ©, В, 5,..., то следовало бы начать с того, чтобы в уравнении вместо 
диференциалов 45, 4т, 45,... подставить их значения в функции самих виртуальных 
скоростей; эти значения, как в п. 3, я обозначу через 55, 6х, 55,...; далее следует 
объединить в виде одного члена все члены, в состав которых входит 58& точно 
так же в один член объединить все члены, в состав которых входит дж,...; тогда, 
наше прежнее уравнение будет представлено в следующем новом виде 


Рар- Ода Ва"... = 5+ П/У 9 ..., 


из которого уже можно будет сделать правильный вывод, что совокупность сил 
=’, 1’, У’, ... вполне эквивалентна совокупности сил Р, 0, В,..., так как сумма 
виртуальных моментов тех и других всегда равна. 

9. Если бы мы захотели это исчисление произвести для случая координат 
&, п, с, параллельных трем косоугольным осям, то, сохраняя обозначения п. $8, мы 
получили бы следующее значение 


#1 — м) НП (в — № + ХО» — в) 
офф’ 


1^ — Пал О) Е (м —») 
1 — №2 — р? — У — 2 


„_ Уза--=ЕО-У-И0—в. 
= —_ 1 — № — 2 — №2 — 2) , 


= 
[“ы) 


) 


как видим, эти значения не тождественны значениям =, П, У и их можно свести 
к последним только в том случае, когда все три косинуса Х, 1, у равны нулю, т. е- 
в том случае, когда все три оси взаимно перпендикулярны; этот случай поясняет 
н подтверждает наш прежний анализ. 

10. Из тех же выражений мы также видим, что уравнения 


= =0, Ш=0, У’=0 


влекут за собою следующие: 
Е =0 П=0 х=0, 


и наоборот. Следовательно, если мы ищем только условия равновесия между силами 
Р, 9, В, ..., то можно, не опасаясь впасть в ошибку, ограничиться принятием 
следующих трех уравнений: 


_ в _ рб 04 
== Ру ЧЕ ...7у 

— др 04 
о=п=рР.. 9 -... 

_ = __ рб 94 
0=х=Р„. 9. .... 


Если же силы Р, ©, Е, ... не уравновешивают друг друга и их требуется 
свести к другим силам, направленным по &, т, с, то в качестве эквивалентных сия 
необходимо взять не я, П, У, а обязательно значения =”, П/, У". 

"Го, что я сказал выше, может быть без труда применено к любой системе сил, 
действующих на различные точки, связанные между собою произвольным образом. 
Таким образом уравнения равновесия, данные Лагранжем (стр. 35 наст. изд., отд. Ц, 
п. 12 и след.) всегда хороши, но формулы, приведенные в конце п. 15 для равно- 
весия двух систем сил, верны лишь в случае определенных координат. 
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Мы могли бы еще многое сказать по поводу указанного положения, но настоя- 
щее исследование уже слишком затянулось, а с другой стороны, если в этом встре- 
тится надобность, мы вернемся к этому вопросу при другом случае. 


П. 


ЛЕЖЕН-ДИРИХЛЕ ( Ге]феипе-Ои1еШей). 


ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ. 


Если система материальных точек находится под возмущающим действием 
еил притяжения или отталкивания, которые зависят только от расстояния и которые 
направлены к неподвижным центрам или которые происходят в результате вза- 
имодействий между двумя массами, то действие и противодействие между собою 
равны; с другой стороны, если условные уравнения, связывающие координаты раз- 
чичных тел, не содержат в себе времени, то имеет место уравнение живых сил, 


а именно 
Уи =РГ(а, у, 2, 5’,...) С. 


Знак У; распространяется на все массы системы, причем каждая масса выражается 


через т, а ее скорость через $; С — некоторая произвольная постоянная. Функция 
координат зависит только от природы сил и может быть выражена с помощью 
определенного числа независимых переменных ^, |», %..., так что уравнение жи- 
вых сил напишетея следующим образом: 


Уи? = Ф (А, в, у...) С. 


Функция Ф`тесно связана с положениями равновесия системы, так как усло- 
вие, выражающее, что для известных определенных значений *, р», у... система 
находится в положении равновесия, совпадает с условием, выражающим, что для 
тех же самых значений диференциал $ равен нулю. Таким образом вообще для 
каждого положения равновесия эта функция является максимумом или минимумом. 
Если в действительности имеет место максимум, то равновесие — устойчивое; это 
значит, что если точки системы бесконечно мало сместить из их положений равно- 
весия и каждой из них сообщить необходимую начальную скорость, то в течение 
всего движения смещения различных точек системы по отношению к положению 
равновесия всегда будут находиться между некоторыми определенными и очень 
малыми пределами. 

Эта теорема является одной из важнейших в механике. Она служит основой 
теории малых колебаний, приводящей к столь многим интересным применениям 
в области физики. Поэтому приходится удивляться, что до сих пор эта теорема, 
не была обоснована достаточно строго и удовлетворительно. 

Предположим, — а это можно сделать без ущерба для общности, — что поло- 
жение равновесия системы, или максимум функции $, соответствует значениям 
Х =0, в =0,.... Доказательство, данное Лагранжем („Аналитическая механика“, 
часть [, отд. Ш), заключается в следующем: разложение функции по степеням ^, 
2, У,..., Начинающееся с членов второго порядка, сводится к этим членам; затем, 
на основании известного условия максимума, согласно которому члены второго 
порядка могут быть расематриваемы как сумма отрицательных квадратов, для 
А, в, \... Устанавливаются известные пределы, которых эти величины не могут 
переступить. Этот вид доказательства, применяющийся еще и в других вопросах 
©б устойчивости и особенно в физической астрономии, является недостаточно стро- 
тим. В самом деле, можно с полным основанием сомневаться в том, что величины, 
для которых мы имеем малые пределы, исходя из предположения, что эти вели- 
чины всегда будут очень малы (ибо мы это делаем только в том случае, когда 
можем пренебречь членами высшего порядка), действительно всегда в течение 
любого промежутка времени будут оставаться в этих пределах и притом вообще — 
в малых пределах. 

Изложенное нами выше доказательство было воспроизведено, насколько я 
знаю, без существенных изменений всеми авторами, занимающимися этим вопро- 
сом; & все то, что было прибавлено Пуассоном (Ро1ззоп, ТгаЦфё 4е Мёсатдце, 
т. 9, стр. 492) для того, чтобы ввести в рассмотрение члены более высокого по- 
рядка, основывается на неприемлемом допущении, что каждый член второго 
порядка превосходит сумму всех членов высшего порядка. 
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Если даже дополнить рассуждения Лагранжа для случая, где они приме- 
няются и где максимум определяется при. помощи членов второго порядка, рас- 
сматриваемая теорема не может быть доказана в полном своем объеме. Известно, 
что существование максимума, совместимо с исчезновением членов второго порядка; 
вообще достаточно, чтобы первые члены, отличные от нуля, были четного порядка 
и чтобы сумма этих членов была всегда отрицательной. Формулы, относящиеся 
к этому последнему условию, до сих пор еще не были даны даже в том случае, 
когда речь идет о членах четвертого порядка. Поэтому сначала следовало бы 
найти эти формулы. Но это неизбежно ввело бы большое осложнение в доказатель- 
ство теоремы механики, о которой сейчас идет речь. К счастью, положение об 
устойчивости равновесия можно доказать независимо от этих формул, пользуясь 
‘очень простым рассуждением, которое непосредственно связано с идеей макси- 
мума- 

у Помимо сделанного выше допущения, что положение равновесия соответ- 
ствует значениям ^=0, №=0,..., мы предположим еще, что $(0, 0,0,...) =0; 
такое предположение допустимо ввиду наличия произвольной постоянной. Опре- 
делим постоянную, приняв во внимание заданное начальное состояние, для кото- 


рого значения т, ^, р, %... мы обозначим через %%, №, №, %,.... Таким образом мы 
получим 

Ут = 90, в, %,...)— 90% рожь.) + Ут. 
Так как соглаено допущению при ^=0, р=0, у=0,... Ф(), ц, %,...) является 


нулем и максимумом, то можно определить положительные величины 4, т, п,... 
достаточно малыми так, чтобы ф (7), р, У) была всегда отрицательной для всякой 
системы значений ^, №, %,..., если абсолютные значения переменных соответственно 
подчинены условию не выходить за пределы р т, п,..., за исключением одного 
единственного случая, когда ^, в, %... все одновременно равны нулю. Этот слу- 
чай исключается, если мы будем рассматривать лишь такие системы, в которых 
по крайней мере одна из переменных ^, ц, у,... будет по своему абсолютному значе- 
нию равна своему пределу 2 т, я,... Предположим, что из всех отрицательных значе- 
ний функции для подобных систем наименьшим по абсолютной величине значе- 
нием явится — р; тогда можно легко доказать, что, если взять №5, №, \,... численно 
меньшими, чем р т, ®,..., и если в то же время удовлетворить неравенству 


— 9» во %...)-- У т р, 


т0 каждая из переменных ), |, %,... останется в течение всего времени движения 
знутри пределов 2, т, и,.... В самом деле, если бы имело место противоположное, 
то так как начальные значения №, м, \,... удовлетворяют поставленным нами 
условиям и в силу непрерывности переменных ^, р, %,... прежде всего было бы 
необходимо, чтобы в опрэделенное мгновениз сущэствовало равенство между 
одним или несколькими численными значениями ^, 1, %,... и соответствующими их 
пределами г, т, п,..., причем другие значения не должны выходить за свои пре- 
делы. В это мгновение абсолютное значение ф(Х, в, у...) будет больше или по 
*райней мере равно р. Следовательно, второй член уравнения живых сил будет 
отрицательным ввиду наличия написанного выше равзнства, относящэгося к на- 


5 
чальному состоянию; но это невозможно, так как У, 1%, всегда положительно. 


Очевидно, отсюда также следует, что скорости % всегда заключаются между 
определенными пределами, так как мы всегда имеем 


Ут < Ут —9 №» №0» \,...). 


Очевидно такжэ, что пределы для каждой скорости, равно как и пределы 


для каждой переменной \, в, у... Тожо могут быть сколь угодно малыми, так как 
я величины & т, п... могут стать сколь угодно малыми. 
Ш. 
БЕРТРАН. 


О РАВНОВЕСИИ УПРУГОЙ НИТИ. 


Данные Лагранжем формулы (стр. 116) предполагают, что силы упругости 
з каждой точке проявляются в плоскости, соприкасающейся с линией, находящейся 
в равновесии, причем они стремятся восстановить первоначальный радиус кри- 
визны этой линии; однако подобное допущение далеко от того, чтобы предета- 
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вить эти явления, и Бинэ (В1шеф) указал, что к силе упругости, рассматриваемой 
Лагранжем, следует прибавить еще другую силу, эффект которой заключается 
в Том, что она противодействует изменениям второй кривизны. Сложность формул, 
выражающих эту новую кривизну, не дазт нам возможности при развитии выво- 
дов из указаний Бинэ сохранить обозначения и ход изложения, примененные 
Лагранжем. Мы ограничимся непосредственным составлением уравнения равно- 
весия, следуя в данном случае методу, изложенному Пуассоном в статье, поме- 
щэнной в Соттезропдапсе зиг ?Есо]е РоубесЬмоаие (т. ПТ, стр. 355). 

Рассмотрим пребывающую в равновесии упругую линию АМВ, все точки 
которой находятся под действием заданных сил. Если мы допустим, что чаеть 
линии МБ, заключенная между какой-либо точкой М и концом В, становится не- 
гибкой и неподвижной, а другая часть М.А становится только негибкой, сохраняя 
в то же время свободу вращения вокруг точки М, то равновесие не будет нару- 
шено, и, следовательно, сила упругости, развивающаяся в точке М, должна раз- 
рушить пару, которой в силу неподвижности точки М эквивалентны силы, дей- 
отвующие на часть 11.4 кривой. Но мы допустим, что сила упругости может произ- 
вести две пары, одну, которую учел Лагранж, действующую в соприкасающейся 
плоскости и стремящуюся вернуть кривизне ее первоначальное значение, и дру- 
гую, имеющую в качестве своей оси касательную к упругой кривой и стремящуюся 
уничтожить кручение, возвращая второй кривизне ее первоначальное значение. 
Назовем эти две пары @ и Е. Сначала докажем, что 0 остается постоянной, каковы 
бы ни были заданные силы и первоначальный вид кривои. 

В самом деле, для того чтобы определить обе пары 6 и Й, следует силы, 
действующие на часть МА кривой, свести к одной силе Ё, проходящей через 
точку М, и к одной паре С. Эта пара @ должна быть эквивалентна двум парам 
—в и — Е, имеющим соответственно в качестве осей касательную к расемалтри- 
ваемой кривой и перпндикуляр к ее соприкасающейся плоскости. Если мы повто- 
рим то же самое разложение, подетавив вместо точки М бесконечно близко к ней 
расположенную соседнюю точку М’, то сила Е и пара @ изменятся, с одной ето- 
роны, вследствие изменения точки приложения силы, а с другой стороны, под 
влиянием новых сил, действующих на дугу МЛМ’. Отметим сначала, что эти по- 
следние силы не могут иметь какого-либо влияния на значение пары 0, так как 
их точка приложения находится на бесконечно малом расстоянии второго порядка, 
от касательной в точке Л’, являющейся осью пары. Таким образом достаточно 
принять во внимание изменение положения неподвижной точки, а это изменение 
очевидно приводит к тому, что к паре @ присоединяется вторая пара, образуемая 
силой Е и равной ей и противоположно направленной силой, приложенной в точке М”. 
Но сила К, подобно силам, приложенным к дуге ММ’, имеет точку приложс- 
ния, расположенную на бесконечно малом расстоянии второго порядка от касатель- 
ной в точке ЛМ”; таким образом искомая пара, осью которой является эта касатель- 
ная, изменяется только на величину такого же порядка. После этих замечаний 
можно вычислить значение @ пары кручения, соответствующей точке 11”, так как 
если бы пара Я не изменяла ни своей величины, ни направления, ее следует 
теперь лишь разложить на две других, из которых одна должна быть перпендику- 
лярна к касательной в точке 1’. Для определения этой составляющей пары, выра- 
жающей искомый момент кручения, подетавим вместо пары Я две пары — в и— А» 
которые ей эквивалентны. Каждая из этих пар должна быть умножена на коси- 
нус угла, образуемого ее осью с осью пары @’, которая представляет собою не 
что иное, как касательную к рассматриваемой кривой в точке М’. Оси пар би’ 
образуют бесконечно малый угол, косинус которого равен единице, если, как это 
было сделано выше, пренебречь бесконечно малыми второго порядка; что касается 
оси пары — В, то угол, образуемый ею с касательной в точке 41/’, равен прямому, 
если мы опять-таки пренебрежем бесконечно малыми второго порядка, так как 
соприказающаяся плоскость в точке М параллельна касательной в точке М”; следо- 
вательно, косинус этого угла может быть принят равным нулю; таким образом, 
если пренебречь бесконечно малыми второго порядка, мы получим 


9—0, 


откуда следует, что момент кручения строго постоянен по всей длине упругой 
кривой. 

После приведенного замечания составим уравнения равновесия, написав, что 
силы, приложенные к некоторой части МА кривой, которую мы считаем жесткой, 
уничтожаются неподвижностью точки М и двумя парами —Ф и —, имеющими 
соответственно в качестве своих осей касательную к кривой и ось соприкасаю- 
щейся плоскости; при этом 8 — постоянная величина, а Е пропорциональна раз- 
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ности между действительной кривизной в точке М и первоначальной кривизной 
в той же точке. 

Рассмотрим, в частности, случай, когда кривая первоначально представляет 
©0бою прямую линию и к ней приложена единственная сила, действующая на конец 
ее 4, причем конец ВБ остается неподвижным. Если предположить, что мы закре- 
пляем точку М, координаты которой *%, у, 2, то моменты заданных сил по отноше- 
нию к этой точке будут иметь составляющие следующего вида; 


су — 62 -- ат, 
из —са -Ы, 
Бх — ау-- с, 


где а, 6, с, а, 61, с — постоянные, зависящие от направления силы и от положе- 
ния ее точки приложения. Приравняв эти моменты парам упругости, разложенным 
перпендикулярно к тем же трем осям, мы получим уравнения 


ау 4: — аг у _ ‚ ах 

и иииА ВИ -- су — 62 | а, 
42 4х — ах 422 ау 

Ра Еда, +42 — < | Ц, 
4х Фу — ау Фх _ ‚аг 

= буть, 


отличающиеся от уравнений Лагранжа (стр. 120) только обозначением и введе- 
нием членов, содержащих 09 

Получив эти уравнения, Лагранж прибавляет: их интерирование в общем случае 
быть может невозможно. Мы покажем, наоборот, что оно всегда выполнимо, при- 
чем для этой цели воспользуемся методом, указанным Бинэ *) и немного спустя 
упрощенным Ванцелем (\Мапфхе1). 

Если в качестве оси х взять самое направление заданной силы, то, как легко 
видеть, приведенные формулы примут следующий вид: 


ау 42 — 42 Фу _ с 4 у 

р = у 48 - 99, 
42 42 — ах 422 ау 

Р 6183 о — 45 9 (1) 
4х Ру — ау 4? _ „42 

РР, | 


где д— постоянная величина. 

Последнее уравнение показывает, что если пренебречь 0, как это сделал 
Лагранж, то кривая необходимо окажется плоской. Помножив эти уравнения на 
Ах, ау, 42 и сложив их, мы получим 


0=64--9(у4#— аи) +); () 


сложив первые два уравнения, умножив их соответсгвенно на хх и у, мы получим 
также 


2 в. — па. __ № 42(2 4?у—у4?%) _ аз -- уау 
аз 2 (24 — у 4) а (3) 


*) См. Сошрбез гепдив де ГАса96иие 4ез Боепсез за 1844, стр. 1115 и 1197. 

**) Можно отметить, что если бы в формуле (2) мы могли положить я =0, 
4) =0, то мы получили бы 8 =0. Следовательно, для осуществления кручения 
необходимо, чтобы сила не была приложен@ прямо к той точке кривой, на которую 
она воздействует. Прим. Бертрана. 
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или в силу приведенного выше, если принять $ в качестве независимой пере- 
менной, 


р 42 __ пах руду 


9 4 — 45 

и после интегрирования 
2 42 С _ 
о. (5} 


Если вместо х и у подетавить полярные координаты, положив 
252 -|- 12 = 772, = = фапо о, 
то приведенные уравнения примут следующий вид: 


0 42 97 —с 
2 — — — = 
72 4 4$, 8 ру 


2 
откуда, положив 48 == в08ф и применив известную формулу 


452 = 412 -—|- 72 4%? -- аг?, 
мы получим 
а рт фа 
8 = = 
Уз? (2р вовф - с) — 6, 
9 з1п $ 4% 


о м дд ——д_дддА———_—о——————Жо 
(2р созф -+ с) У дз? (Эр сове -Ё с) — 62’ 
далее мы будем иметь 


4 — | воз ф $, 
д —= т 603 ©, 


] = т ©, 


таким образом м, у, 2 могут быть с помощью квадратур выражены в функции 
угла $. 


ТУ. 


БЕРТРАН. ^ 
0 ФИГУРЕ ЖИДКОЙ МАССЫ, НАХОДЯЩЕЙСЯ ВО ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ. 


Обратимся к уравнениям 


тМ — А? 

т Т, '— В?’ (9 
т\М—Рр 42 

тТ, 0?’ (2) 


полученным Лагранжем на стр. 153; прежде всего мы замечаем, что приведенное 
им рассуждение не обосновывает вполне строго равенства осей В и С. В сэа- 
мом деле, так как М и М отличаются друг от друга только взаимной заменой 
букв Ви С, то ясно, что допущение В = С сводит эти два уравнения к одному, но 
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не представляется очевидным, что это допущение необходимо для того, чтобы 
приве денные уравнения могли существовать одновременно. И действительно, мы 
по кажем, что существуют эллипсоидальные формы с неравными осями, для кото- 
рых возможно равновесие. 

Выражения, обозначенные Лагранжем через Г, М, №, развернуты в Мёева- 
119 пе с@ез&е Лапласа и в настоящее время их можно найти в большей части 
кур сов механики. Эти выражения — следующие *): 


1 
Зы Га? ах 
=] ни’ 
0 


1 
__ Зы 22 4 
М = Газлаян" 
0 


1 
М — Зы Г 12 4х , 
№. (1 ^/2 42) Н’ 
0 
в этих формулах № обозначает массу эллипсоида и положено 


В2— АЗ (2 — 4? 


—в_= ^2, да = 7.72, 


Н= 71-22) а 172). 


Если из уравнений (1) и (2) исключить [, то мы получим соотношение 


(ММ) (1-2) (1-Х?) = Г — №), (3} 
или согласно написанным выше выражениям для Г, Ми № 
А а 
0з— 9 [а-®) ам [бе [и] = (4 
0 0 


Это равенство может быть удовлетворено двумя путями: 
1. Если положить ^” == \, что дает эллипсоид вращения и согласуется с ука- 
занием Маклорена (Мас]алт1т), приведенным Лагранжем. 
2. Если ПОЛОЖИТЬ 
1 1 
24 4х д2 4х 
ана [бы [5 ; 6} 
0 0 


это уравнение дает ^ в функции ^” и приводит к эллипеоиду с неравными осями, 
Указанному Якоби (Ласот!). 


Сверх того можно доказать, что для каждого значения / уравнение (5) дает 
соответствующее значение *”. 


Действительно, представим это уравнение в следующем виде: 


1 
2? (1 — 272) (1 — ^2\/2а?) ах 
Г НЗ — 0; \ (6} 
0 


тогда ясно, что если Х приписать определенные значения, то первый член будет 
положителен, когда ^” равно нулю, и отрицателен, когда ^” очень велико; следо- 


*) Пар!асе, Мвевашаие с@езфе, т. П, стр. 11. 
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вательн“, он необходимо превратится в нуль при некотором положительном зна- 
чении ^^". 

Более подробно можно ознакомиться с этим вопросом в статье, помещенной 
„Лиувилем в 14 томе Лопги\ 4е [ГЕсо]е Ро1убесвтаае (ХХ саШег). Укажем еще 
©татью, помещенную Лиувилем в [У томе его журнала, содержащую несколько 
интересных замечаний по поводу уравнения (6). Эта статья озаглавлена: ОТ`вегуа- 
Ч опз вит пп Мето1ге 4е М. Ууоту. Наконец, этот вопрос был исследован немецким ма- 
темлтиком Мейером (Мзуег) из Кенигеберга. Мейэр поставил вопрос *), многие ли 
эллипсоидальные формы с тремя неравными осями могут дать равновесие при 
зад»ьнной скорости вращения, и пришел к выводу, что сушествует только одна, 
подобная форма эллипеонда. Одновременно Мейер доказал, что заданной скорости 
зращения соответствуют, вообще говоря, две эллипсоидальных формы вращения; 
зпрочем, с этим можно ознакомиться в Месвалае с6]езбе Лапласа т. П, сотр. 56. 


У. 


БЕРТРАН. 
ОБ УРАВНЕНИИ, КОТОРОЕ ЛАГРАНЖ ПРИЗНАЛ НЕВОЗМОЖНЫМ. 


На странице 203 (ч. П, отд. Ш, п. 19) Лагранж пришел к заключению, что 
уравнение 


№ (22 -- у?) РихВ (2 - 22) рт ХВ (у -- 2) рт = 
— В (22 - 9?) рт (8 зу Рт)? Е В (22 -- #2) От Х (® г От)? (1) 
-- к (у 22) Дт х (8 уг От)? Е 2Э лу От Х № тг От -- Муг От 
«ледует признать невозможным, но он не остановился на доказательстве этой 
невозможности, так кзк беглый просмотр этого уравнения привел Лагранжа к вы- 
воду, что эту невозможность трудно обосновать. Целью настоящей статьи является 
восполнение этого Пробела, который, впрочем, послужил уже предметом иесследо- 
звания Бинэ. Положим 
а = 82? Пт, в —= № 72 рт, в = ® 22 рт, 
= у От, е = № г От, Г= 5 уг Ри; 


следует доказать, что равенство 
@--5 @-- 9 бто=Фа-то-+-еа-+-9-+-Р 69-246 (2) 
ни в коэм случае не может иметь места. С этой целью мы докажем, что если 
все члены перенести в левую часть уравнения, то результат будет существенно 
положительным. 
После переноса членов мы получим на левой стороне 
26 -- бе -Р ас? -- 662 -- са? -- Ба? | аб? — $ Ре Р — (а ое — (а 5) а? — 2аё, 

что может быть написано и следующим образом: 

2 (а6е — аеР) -Р (а5 — 42) (а 5) + (ас — е?) (а в) - (6е — 72) (6 -- с). (3) 


Но мы имеем 
а0 — 4? = ® 22 Пт х А От — (5 зу От)?, 


ас — е? = Ма? Фтх №2? Пт — (В г От}, 
с — {2 = №12 ОтхХ №2 От — (у От} 


? 


"”) СтеШз Дойгпа1, т. ХХУ. 
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причем очень легко увидеть, что все эти три разности положительны, далее из 
неравенств 


аб > 4?, 
ас > е, (4) 
Бе >? 
получается 
@??с? >> фе?Ё>, 
н, следовательно, 
афе > аеЁ 


теперь мы видим, что все члены выражения (3) существенно положительны и, 
следовательно, что указанное выражение никогда не может стать равным 
нулю. 

Неравенства (4) мы приняли как очевидные. В самом деле, если допустить, 
что число точек системы имеет какое-либо конечное значение и, то первое из 
указанных неравенств, отличающееся от двух других лишь заменой букв, примет 
<ледующий вид: 


2 о о о р . 
(7х -- тот. —... | тихи, ) (ту, — тзу, -- + ту» ) > 
> (питил - ..- Ру), 


но оно может быть предетавлено и в таком виде 
У У тт, (пи — при > 0; 


в этом виде оно становится совершенно очевидным. Единственный случай исклю- 
чения мы будем иметь, когда все элементы суммы будут равны нулю. Но это 
условие может быть выполнено одновременно для всех трех» неравенетв (4) только 
в том случае, когда все точки системы лежат на одной и той же прямой линии, 
проходящей через начало координат. 


УТ. 
БЕРТРАН. 


© ДИФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ МЕХАНИКИ И 0 ВИДЕ, КАКОЙ МОЖНО 
ПРИДАТЬ ИХ ИНТЕГРАЛАМ. 


В У отделе второй части Лагранж указал чрезвычайно интересный вид, 
какой получают уравнения динамики, если вместо координат различных точек 
подставить любую систему переменных. В настоящей статье мы вернемся к соста- 
влению этих уравнений. Затем мы укажем чрезвычайно удачное преобразование, 
которому подверг их Гамильтон (НашПбоп) и из которого можно вывести ряд 
овойств их интегралов, подходящих ко всем тем проблемам, при которых приме- 
няется преобразование Гамильтона. 


[. 


Пусть #1, у, 21, 45, У» 2»..., 2» Уп, ги предетавляют собою Зи координат точек 
системы. ЦП =0, ПП. =0,..., Пзи-к = 0 представляют собою Зи — К уравнений свя- 
зей, определяющих систему, причем 8% координат могут фигурировать в этих урав- 
нениях любым образом вместе со временем & обозначим через 41, 4,..., ак Ё но- 
вых переменных, так что Зи координат #1, 91, 21,..., Жи, Уи, ги можно выразить 
в функции этих переменных и времени #. Формулы, выражающие координаты, 
конечно, таковы, что уравнения Ш: =0, П5 =0,..., Пзи-к = 0 тождественно удовле- 
творяются, если вместо различных координат подставить их выражения в функции 
новых переменных. 


2] Зак. 994. — Аналитическая мехавижща. 
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Как известно, общий тип уравнений движения представляется в следующем 
виде: 


” п 9П 9. _ 
г = —1, 2 3%—К 
75 [> — Х; - 1 д —- ^ 05. — —- Л, -—Ё дз; , | 
"те — 7. № 99; № у - -Е Аз. -к ду: | (1} 
42 01] ‚о 9П 91. 
пы ль, | 
Й 1 2 $ 


буква + обозначает любое целое число, не превышающее пм, эп! обозначает массу’ 
точки, координаты которой равны ях; у» 2, а Х; У» И; — составляющие силы, 
действующие на эту точку. 


. 
9%; 09; 02 


° оО 
Ок’ 94’ От 
всем аналогичным уравнениям, которые получаются, если 1 приписать Гл значений, 
которые она может принять; тогда мы получим 


У {(5= Фа; | 9 Фу 02: “и )=У(х 914 | ие); (2). 
/ Ш/ 


Умножим уравнения (1) соответственно на и прибавим их ко 


2. . | р 1 
Щдт ЧЁ ди ЯР Оп а? От Оли 
множители №, №,..., Азл_к При сложении исчезают ввиду наличия соотношения 
УЕ в = (3) 
, И: Обь 03 04 023 От / 


которое получается вследствие того, что функция П. (где а обозначает любой 
индекс, не превышающий 3н —) тождественно обращается в нуль при замещении` 


21, 2... Су, Ул» Уз. -, Ут 21, 20...› 2и их значениями в функции 01, 45,..., 9х И &. 
Второй член уравнения (2) мы должны рассматривать, как известную функцию. 
переменных (41, 092,..., Чи ® так как согласно условиям задачи величины Х, У; 


7, 2, У 2: даны в функции указанных К--1 переменных. Таким образом этот 
второй член не приходится преобразовывать и мы его обозначим буквой 9. 
Для преобразования первого члена напишем его в следующем виде: 


& д; Чт) | ду: ау, 92: а 
» 2 (па а - д - дан а /° 4} 


обозначив Через 2}, 9;, 2; составляющие скорости точки, координаты которой 
равны 7;, 7; 2:. Мы имеем тождественно 


№ 77; [1 42; -- 011: 4; + дг; <=) — _@ № 97: (С 0% -- у: 9; -- г! 92+ } — 
у Си 9 си фт (И °\* Обь °° Обт ' Оль 
\ 4 0х; { 02; { 02; 
У (и и аи 9. | 
У и | а 00 т Ч Одт та а От (5) 


Согласно допущению 2, /.. 2; даны в функции 01, 9>,..., к и & путем диференци- 
рования формул, выражающих эту функциональную зависимость, мы получим 


и дт; 97°. , д; у д.5; , 
т; = + + 9 91 -- 045 2 - ‚ 0 Чи, | 
д би 9% гу 9%, 9 | 
р Ро ® То, ТТ. | (6} 
РИ 924 924 , 0924 , 92+ , 
1 — ру —- С! УИ —- 94 > -- .’.. —- ОЧ» Ч , | 
откуда можно заключить 
0%; _ 0% ду: _ 9% 94 _ 026’. 


. — ‚ аи, СТ , Г. 
у Ч У Ч, ‘ Чт И ОЧ 
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кроме того, мы имеем 


[и д; с 92; , 
@ От —_ ОЧ т 94104 + 


0225; , 092; 
04204 т 9 Обь 


что согласно значению х;/, получающемуся с помощью уравнения (6), эквивалентно. 


дл/ 
——. Гочно так же мы получим 


От 
" @ 9; _ ду; Ч 92 02; 


Чл, 


4 От — ОЧ Е Одт — От. 


Если принять во внимание эти соотношения и сверх того положить 


— = У тн (му? Ну 2”), 


то уравнение (4) примет следующий вид: 


@ ОТ 9Т 0 
Я“. 
Ч, ОЧ 
Давая индексу т последовательно все значения 1, 2,..., К, мы получим Ё урав- 
нений указанного вида и таким образом составим К диференциальных уравнений: 
Я ОТ ОТ _ 0 
Че о’ 09 “Г 
Ч ОТ ОТ 


которые представляют собою в точности уравнения Лагранжа. `В этих уравнениях 
неизвестными являются 41, 49»,..., Чк и их производные 41’, 45,,..., 9%; О., О.,..., 
Ух являются заданными функциями этих неизвестных; то же самое относится к Т: 
в самом деле, так как согласно допущению 2%, У, 2; заданы, то путем диференци- 
рования можно получить #', у;, 27. Важно отметить, что согласно правилам ди- 
ференцирования ау, у;/, 25’ будут линейными функциями 01”, 4>’,..., Ч’ и, следова- 
тельно, Т будет целой алгебраической функцией второго порядка всех этих различ- 
ных производных. Если выражения ту У, 2; не содержат в себе явно буквы %&, 
а это будет иметь место во всех тех случаях, когда связи будут независимы от 
времени, то, как легко видеть, 2;/, у;, 2; будут однородными функциями первого 
порядка, а стало быть Т будет ‘однородной функцией второго порядка по отноше- 
нию к переменным 41’, 42’,..., Ч. Это замечание имеет очень большое значение. 


П. 


При изложенных ниже рассуждениях. представим себе систему, связи которой 
не зависят от времени и которая находится под действием сил, составляющие 
которых являются частными производными одной и той же функции. Одним ело- 
вом, допустим, что к задаче, которой мы займемся, применим принцип живых сил. 

Возьмем вновь диференциальные уравнения движения 


а от ОТ 

мае и = % | 

а. 91 9Т о 

ЧЕ 04’ 0 “7 н (1) 
1 ОТ ОТ | 

чер ба“ | 
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которые представляют собою уравнения второго порядка; их можно свести к урав- 


нениям первого порядка, если 41’, 9>,,..., Ч рассматривать как К новых неизвест- 
ных, определяемых уравнениями 
44 — у, 44» — 42” 4 д’. (2) 
— — > оо ЫО— — з =] 
а ат рии. к 


указанным путем мы получим систему 2К уравнений первого порядка. 
У Пуассона была мысль о преобразовании систем (1) и (2) путем подстановки 
д ОТ 


вместо неизвестных 91’, 42,,..., 4х новых неизвестных —, 07?" 927 кото- 
041 4> Чь 


рые являются их линейными функциями, но он полностью не развил своего пре- 
образования, и Гамильтон первый дал очень простые уравнения, к которым нае 
могут привести эти новые переменные. 


Положим 
ЭТ 9Т ЭТ 
а — р, 9—2?” .) а Рк- 
Тогда уравнения (1) примут следующий вид: 
ар ОТ ро ЭТ Чру 9Т | 
= ——=0), —— — —— =0,...., — = 09; 
но подстановка переменных р, р.,..., В» вместо 41›, 4.,,---, Чк требует, чтобы были 
преобразованы и вторые члены этих уравнений. В самом деле, ясно, что если Т 
выражено в функции 41, 4,..., 9» 91, 4>,..., 4%, а затем в функции 01, 42,...› Ч» 
1, Р»..., Ок, ТО в этих двух видах она не будет иметь одной и той же производной 
По Ч. , 


Так как Т является однородной функцией второго порядка переменных 091’, 
42,..:, Чк› то мы имеем тождественно 


ОТ ОТ 9Т 
—_ / 5! .. / 
27 = 4, 947 - 92 047 - ...- 94 


/’ 


ОЧь 


что можно написать в следующем виде: 


ОТ ОТ оТ 
Т=а о — +... +4 м —Т=агр р... -+4кРк—Т. (3) 

941 с4› оЧь 
Возьмем вариации обеих частей, одновременно вэрьируя все переменные; тогда 

мы получим т м т | 
> > © ьЗ О < < 
ТГ -Р ак Зв, - 95 бр--...-Н 94 ЗРь — 50 841 — 9а- 692 — ++: — а 59. (4) 
41 42 Чь 


© ОТ ы 
(Во второй части опускаем члены 2ж04т’ и — 0 04’т, которые взаимно уничто- 
и 


жаются.) 
Но рассматривая Т как функцию ру, Р.,..., Рь» 9» 9»... Ч» мы из уравнения 
(4), очевидно, получим . 
ЭТ , ОТ , ОТ , 
— — —= 0: .. — 3 5 
др = 9! о =’... ор — Ч (5) 
от _ _ ОТ 9Т _ ОТ ЭТ _ ОТ (6) 
641 04,” 994» 042 ``” 04 дк. 
Благодаря уразнениям (6) уравнения движения получают следующий вид: 
ар: _ ОТ ар» _ ОТ ру ОТ 
1 — 1 — 54 ’ ДЕ — 9: — 54," ЧЕ = 9х — 04 ° (А) 


а если к ним присоединить соотношения (5), 
ЭГ _ 491 ОТ —_ 49» ОТ __ 44к (В) 
др Ш’ ор ``” 4’ 


то мы получим 2 диференциальных уравнений первого порядка между неизвест- 
ными р1, Ро,..., Ру, Чь 42,..., Чак. Для того чтобы эти уравнения упростить, вепо- 
мним, что Х, У, Др составляющие силы, действующей на точку %, у, 2, являютея 
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согласно допущению частными производными одной и той же функции О и, следо- 
вательно, мы имеем 
9 у 90 90. 


, $ — , 4 — , 


(у; 92; 


поэтому, если принять во внимание определение функции @, 


® дж; ду; 92; 
и = Хх. У, И: —®, 
м > От ти ОЧ т 1 2: От 


мы придем к следующему выводу: 


90 
чи — Чт, ` 
Если значения, получающиеся с помощью этой формулы, подставить в уравнения 
(А) вместо (1, 0.,..., 9, и сверх того положить П—Т= Н, то эти уравнения 
примут следующий вид: 
ар _ ЭН ар» _ ОН арх _ ОН. (С) 
@ 09’ %& — 0492’`” 4 ` 994%’ 
сверх того мы примем во внимание, что так как 0 не содержит в себе ру, 1,..., 
9Н ОТ 
ФР» то мы имеем — ———_, Поэтому уравнения (В) могут быть написаны 
др; др; 
в следующем виде: 
44: _ _ ОН 442 _ _ ОН 44, _ _ ЭН (р) 
@ — др’ @ — др» °```’ а ^^ ду’ 


Системы (С) и (0) дают в наиболее простом виде уравнения проблемы меха- 
ники, к которой применим принцип живых сил. Как видим, две проблемы подоб- 
ного рода отличаются друг от друга только числом переменных и видом функ- 
ции Н. - 


Ш. 


Хотя, вообще говоря, мы далеки от того, чтобы иметь возможность проинтегри- 
ровать уравнения (С) и (0) предыдущего параграфа, тем не менее их вид позво- 
ляет нам притти к ряду очень важных теорем, которые применимы ко всем вопро- 
сам, представляемым этими уравнениями. 

Мы начнем с вывода следующей теоремы, данной Гамильтоном. 

ТЕОРЕМА. Бсе интералы механической проблемы, к которой применим прин- 
ций живых сил, мочут быть найдены, если приравнять постоянным величинам част- 
ные производные одной и той же функиии, взятые по отношению к друзим постоянным. 

Возьмем диференциальные уравнения механической проблемы, к которой приме- 
ним принцип живых сил 


Ч _ , 9Н. 4: _ ; 9Н 4 _ С 9Н |] 
4 904 ' 44 ТТ 0% ”’`”’ в" 0%’ | й 
оон оон 4_Щ ОН} и 
 — др! ’ @ др. ’``” а ор’) 


Предположим, что после интегрирования этих уравнений р, р.,..., Ру, Ча, 95,..., Чк 
нам станут известными в функции ё и ЭК произвольных постоянных. Если подста- 
вить эти значения в функцию Н, то продиференцировав полученный результат по 
одной из постоянных ©, мы получим 


9Н _ оН др ОН дру ОН 949 | ОН 094» 0Н 04% 
да ор са т... др. 09а "а, ба К ба» ва К" бак да ’ 


т. е. если принять во внимание уравнения (1), которые согласно допущению удов- 
летворяются 


ЭН _ _ 944 9 9% д @4% Орк | 
да Ч да а 09а "** ЧФ да 
ару 041 ар» 04 , арк СЧу 
Та ба Та о ГТО па (2) 
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последнее можно представить в следующем виде: 


ОН __ [и 041 ие ‚5 
“ба = р (и и) — 
0 91 И 
ов (в чье + 45) (3) 
Но так как Т — однсродная функция 2-й степени пэ отношению к 01,, 9,,,.-., ди» 


то мы имеем т 
0 
о’ +4 +. и т =2Т. 


А это выражение тождественно тому выражению, производная кот^рого по % фигу- 
рирует во второй части уравнения (3), так что это уравнение принимает следую- 
щий Вид: 


2 = Ч 941 945 оч. ЭТ 
(м И р... Е) 25, 
или же 
9(Н-2Т) а! 99. и. в) 
с“ = а \ 2 + > 2 ` (+) 


Е ли обе части этого уравнения проинтегрировать по #, то мы получим 


[гаи ро Е ра 52 5 „+. тк а и) — 


да 


9 © С _ 
— ( + Е. Н.А ый в) (5) 


индексы 0 и $, поставленные внизу возле скобок, указывают, что время следует 
принять равным нулю или $. 
[. 


Интеграл Ги 21) 4: являет-я функцией фи 2% произвольных гостоянных; 


0 
если мы его обозначим через 5, то приведенное выше уравнение примет следую- 


щий ВИД: 
05 241 94 ‚- 04 ) 
= (в бе 9. ... т. а ‚— 


‘ба 
041 , 042 04% \. 
— (> 2—2, +... 1х р ): (6) 


если последнее умножить на (а и затем сложить со всеми анапогичными Ууравнз- 
Ниями, которые получался при последовательной ззмене постоянной а всеми посто- 
янными, фигур ирующими в интегралах данной проблемы, то мы получим 


55 = р; 69; -- 25895 +... -Н Ри 89% — (р1)о (841) — (02)0 (8492) — --- — (Рк)о (84%) (7) 


где симв^лом 65 обозначена голная вариация функции различных постоянных 
когда последние одновременно все варьируются. 
Теперь отметим, что 5, являющаяся функцией $ и 2К произвольных постоянных, 


может быть выражена в функции фи (1, 95,..., Ч» (91) (42). --› (@к)о. В самом деле, 
мы допустим. что 41, 45,..., 4х являются функциями фи 2К постоянных; если вЁ 
уравнениях, определяющих эти взличины, положить { = 0, то мы получим К новых 
уравнений, в которых (91). (92)%». .- -.(9х)ю заменят собою (р, 45..., Чки которые, будучи 


присоединены к предыдущим уравнениям, позволят выразить 2 постоянных 
в функции # и*91. 4»... Ч (91% (4)0›---› (Чи) 

Если допустить, что указанное исчисление произведено, то уравнение (7) 
даст вариацию 0, когда вое переменные, от которых зависит эта функция, за 
исключением лишь + получают бесконечно матые приращения. На основании прин- 
ЦИПОВ диферевциального исчисления мы приходим к следующим уравнениям 


99 9$ 95 ] 

са —=21, ов Р2°°°. у ба, Р*’ | 

05 _ 5 _ 05__ _ | (8) 
@%=^ (Р1)о, аж = — (2 ---» Пу ед = (Ред; ) 


‘ 
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так как эти уравнения имеют место между ру, р.,..-, Ру, 91, 4>..., @» временем 
Ри 2Е постоянными (р1)о, (Рз)».--, (Рк)ь (91)о» (92) -.-›, (Чк)› то, очевидно, они явля- 
зотся полными интегралами проблемы. Можно заметить, что уравнения, входящие 
в состав второго ряда группы (8), образуют отдельную систему, в которой не фигу- 
рируют ри, рз,..., Вх и которая, следовательно, позволяет вычислить неизве- 
<тные 41, 42,..., 4х в функции времени и всех начальных значений (41)5, (42)»...› 


(Ч), (Р1)о, (Р2)о». ..) (Рио. 
ТУ. 


Если судить по тому, как в прошлом параграфе была введена функция $, 
можно было бы подумать, что для определения этой функции следовало бы пред- 
варительно разрешить рассматриваемую задачу. Но мы сейчас покажем, что эта 
функция удовлетворяет некоторому диференциальному уравнению в частных произ- 
водных первого порядка, каждый полный интеграл которого может заменить эту 
функцию при образовании интегралов механической задачи. 

Мы положили 


$ 
5= | (Н-т)ае; (1) 
0 


на основании параграфа П имеем 
Н = (0 — Т, 
следовательно, 


ул - 
5= [(о+те. 
0 


Продиференцируем обе части этого выражения по $ причем примем во внимание, 


что 5 содержит в себе # явно, а также 41, 4»,..., Ч», зависящие от времени; тогда 
мы будем иметь 
. 99 95 49 95 45 95° Ч4ь 
ТЯ а Гор а ТР (2) 
О › ад 
Но г, Ч, ...) И являются линейными функциями +р1, [,..., Ру т. е. (па- 
99° 09 95 
раграф 11) `—, -—, ..., —; таким образом благодаря подстановке этих зна- 
091  04> 041. 


чений уравнение (2) станет диференциальным уравнением в частных производных 
второго порядка по отношению к производным ©. Для составления этого уравнения 
следует, как мы это указали, преобразовать сумму 


05, 95 , 95°, 
ба, да, Р-Р Ч , 


зходящую в состав второй части, но результат этого исчисления, очевидно, оста- 
нетея тэм же, если вместо этой суммы подставизль выражение 


219’ -- 2249; -Н... Е рьдь , 


. 05 05 95 
отличающееся от нее лишь заменой — , ‚..., 3 величинами ру, ро,..., Р— 
. р 04: ° 042 04, 
заменой, эффект которой будет уничтожен благодаря обратной замене, которую 


придется сделать в конце исчисления. Но так как Г — однородная функция вто- 


рого порядка по отношению к 01’, 95,..., 4х’, то мы имеем следующее тождество 
ЭТ т ЭТ 
27 = Ч у а |... +79 == ра р’... 4 ра; 
041 94 ОЧь 


так что уравнение (2), которому удовлетворяет функция 6, может быть символи- 
чески написано следующим образом 


О+тТ= т, 


95 
= (т. (3) 


328 Дополнения 


Скобки, заключающие в себе Т, указывают на то, что эта функция должна быть 


выражена в функции р1, р»..., Ру и что затем эти переменные должны быть заме- 
нены величинами 

95 95 95 

—_— ) =>, эээ.) —_—_ 

941 04 Ох 


Уравнение (3) допускает бесчисленное множество решений, причем каждое 
из них содержит в себе КЁ произвольных постоянных; Лагранж называет их по4- 
ными (сотр1еез) интералами. Одним из этих интегралов будет функция 6, которую: 
мы определили в предыдущем параграфе, но мы сейчас покажем, что всякий 
другой полный интеграл может ее? заменить и дать решение исследуемой нами 
механической проблемы. 

В самом деле, пусть 


= Е(Ь 4 42...» 9» ав @»..., @у) (4} 


один из подобных интегралов, тождественно удовлетворяющий уравнению (3) 
и содержащий К произвольных постоянных; если положить 


9 _, 05 08 
О п да5 7”? О@у, 


= 6», (5) 


то я утверждаю, что мы будем иметь полное решение предложенной задачи и что 
приведенные уравнения (5) дадут значения 401, 4>..., 9х в функции фи 2 произ- 
вольных постоянных. Для того чтобы это доказать, напомним, что следующие 
диференциальные уравнения являются уравнениями движения 


д 9Н ар. 9Н 4 9Н 
= +9. * 4 = Тв *'°°' | 
оон № _ он оон | —® 
а — др ЧФ — др» ° ``’ а ру ’)} 
где Н обозначает разность (— Т. Так как 0 не содержит в себе №1, р2,..., Вы, ТФ 
мы имеем 
0Н _ ЭТ 
др "_ др: ' 
так что второй ряд уравнений (6) может быть написан в следующем виде: 
а _ от 4% _9Т 4% _ 0Т. В (т 
ф Ор ’ (1 дрэ ' ’ Ору 


Мы начнем с того, что покажем, что эти уравнения (7) могут быть выведены из 
системы уравнений (5). 
Если уравнения (5) продиференцировать по №, то мы получим уравнение 


^^ ил их Дб а’ , 
901 0% + 041041 т 942041 @ т... = 4094  —0, (8) 


к которому следует присоединить & —1 уравнений, получающихся путем замены 
в этом уравнении буквы 46 буквами а, @,..., ар. Полученная, таким образом, 
система К уравнений даст значения 01,, 95,,..., д» ‚ вытекающие из соотношений (5). 

А если продиференцировать по @ уравнение (3), которому 5 тождественно- 
удовлетворязт, то мы получим 


025 д (Т} 
А =0; (9) 
о да д 
[й 
о обозначает здесь производную по а выражения, в которое преобразуется Т, 
1 
05 05 09 
когда 21, 12,..., Ру. В нем замещаются величинами ——-, ‚..., <, По на осно- 
041 092 ОЧ 
вании этого мы, очевидно, имеем 
д (Т) ОТ 0925 ОТ 925 -0Т 0925 
о а Ре (10) 
а 00, 94194 др. 0420а\ ор. ОЧьда1 
91 ор ОТ 


во второй части этого уравнения следует еще преобрэзоваль 


< , 


др: ° бр’ дРь” 
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95 98 95 


заменив в них р!, р›,..., к величинами у, . Для того чтобы отме- 
041 4> Чь 


тить это преобразование, поместим эти величины в скобках. Тогда уравнение (9) 
примет следующий вид: 


025 ОТ 025 ОТ 025 ОТ 025 
ИЖ +( др! ) дадан Г ( 9 зе т... +( ОРх } Ода —0; (п 


к`этому уравнению можно присоединить еще & — 1 аналогичных уравнений, которые 
могут быть образованы путем замены в нем 4 величинами а, аз,...‚ау. Но если 
полученную таким образом систему уравненнй сравнить с уравнениями типа (8), 
то мы придем к выводу, что последнее удовлетворяется следующими значениями 
неизвестных 41, 95’,...,Чк: 


°.) ( 9Т ) ( >.) 
Г — | — , 5 —= =] уж у ^ = =] 12 
ы (ое В = др, др (12) 
Но выше [параграф П, уравнение (5)] были выведены соотношения 

и То, То, 

д “’ д 2’ о \' 
так что предыдущие формулы могут быть написаны следующим образом 

4’ = (9:), 9 = (4>)),..., 4к = (4»), (187 

9 
где (41’), (92’),..., (4х) обозначают величины, в которые превращаются 41’, 4»”,...., 9х’; 
когда их выражают в функции р., р....рь а затем последние замешают 
95 05` 


С ПОМОШЬЮ ен * Предположим теперь, что п оведя казанное п еоб- 
т 04, 04>’”^^* 94% р у ”|Р 


разование во вторых частях уравнений (12), мы одновременно с помощью тех же фор- 

мул, которыми мы воспользовались, выразим первые части их в функции ру, 25,..., р 

тогда мы составим систему уравнений, обе части которых будут отличаться 
5 95 


друг от друга только заменой 21, 12,.. ..Рк выражениями да: , 642” .., 04, и из кото- 
рых, следовательно, мы выведем 
д 05 95 
1 от, 22 — д,’ 2 — д, (14). 


Если мы вернемся теперь к уравнениям (12), то их можно будет написать елб- 
дующим образом 


‚ _ 0Т ‚ ОГ ‚ _ 0Г 
Ч! — эр, 2.” Чх — дру, (15) 
т. е., опустив скобки, назначение которых заключается только в том, чтобы указать. 
подстановку я, и вместо величин, равных им в силу уравнений (14). 


Формулы (15) образуют половину диференциальных уравнений движения, которые, 
таким образом, удовлетворены. Нижеследующие уравнения, будучи присоединены 
к системе (15), представляют полные условия задачи 


р: _ОН  @рз ОН Чрь _ ЭН. 16 
 — 04’ 94° С = а. (16) 


Для того чтобы показать, что эти уравнения тоже удовлетворены, иродиферен- 
цируем по # уравнения (14); полученные при этом результаты будут иметь сле- 
дующий вид: а о 925 | 025 025 

ар: _ © / - / / 

ЧЕ — 0410 -- 94? Ч1 -- 04104 {2 - ... - 04104 Чк , (17) 


или, если 41”, 4>,..., Чк заменить их значениями , 97 т 
- ор, 05 дру, 
ар 05 ‚989 ОТ 02 ОТ 92° ОТ 
Е — ‘0410 091 д: 1 9104» др "``" 9а,дах бръ 


(18} 


330 Дополнения 


Продиферэнцируем теперь по 4; уравнение 


99 
И = т = (т); (19) 
получим 
00 _ 95 „9(Т) _, 
04: 0041 09 _ 
029 ОТ ОТ \ 925 ОТ\ 925 ОТ\ 075 
— Е (20) 
0$ 04 94 др. / 941 0р./ 045041 бр,’ 04,04, 
или, замени (5) (5; ‘0. / 
ли, 3: В друг)" (бр, их значениями 41’, 4» ,.... Ч. 
90 _ 05 (от ‚ 025, 025 ‚ 025 , 
= — —— -... —_-. 21 
да: — 90; | (баг) ТЕ ба Г очьоа, "`` 19 дадба, (21) 


Сравнив уравнения (17) и (21), мы придем к следующему выводу: 


а (и) 
4 909 \94%/' 


Но ‚В силу соотношений (14) мы можем опустить скобки, заключающие в себе 


тт ‚ И тогда, наконец, мы получим 


( | 
ар, _9(И—Т) _ дн 
и) 0994 = 041 


Здесь мы имеем как раз то соотношение, которое мы хотели вывести; аналогич- 
4 ЧК п 
ЧЕ ЧЕ ' 
уравнения движения удовлетворяются системой соотношений (5). 

Мысль о замещении функции 65 Гамильтона каким-либо из интегралов уравне- 
ния, которому она удовлетворяет, принадлежит Якоби *). Он привел доказательство 
этого положения для случая системы без связей. После этого многие математики 
исследовали тот же вопрос, но я полагаю, что приведенное выше доказательство 
является простейшим из всех, какие были даны до настоящего времени. 


ные выражения мы получим для таким образом, доважем, что все 


У. 


Гамильтон называет функцию ©, к которой относятся приведенные выше 
исчисления, тлавной функцией проблемы. Он рассматривает сверх того другую 
функцию, которую он называет характеристической и которую мы обозначим через Т. 
Мы считаем своим долгом дать здесь определение этой функции Т и изложить 
наиболее важное ее свойство. Гамильтон впервые дал именно эту функцию, и 
я полагаю, что при ознакомлении с ней легче всего будет понять те идеи, кото- 
рыми он руководствовался. 


$ 
Функция Г представляет собою не что иное, как интеграл | а У, 727, кото- 
0 


рый рассматривают в связи с принципом наименьшего действия, так что в про- 
цессе доказательства этого принципа можно, как мы это сейчас увидим, наиболее 
естественным путем притти к прекрасному открытию Гамильтона. 

Согласно обозначению, принятому в настоящей статье, мы имеем 


$ $ 
у= | эта = | (ра ыы +... вы) в, 
0 0 


“) Сге!Ш?з Тоцтпа|, т. ХУП. 
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откуда следует 


$ 
оТ = -- / (р! 34ь’ Е 2284. |... + рь 34а») а - 
0 


[2 
++ бебв - чыбь +. аа бр, 
0 


где символ 6 относится к вариации всех постоянных величин, фигурирующих 


в выражениях 41, 9»..-, Ч» Ри, В». -› Юм, 
Интегрируя по частям члены первого интеграла и приняв во внимание, что 
ии 4941 
241 — + › мы получим 
а 1 а 
. ., @Р1 ‚. @Рэ к Ра и 
87 —= (2 42 7 94% цр —- 9161 


+ 95 56. +... 94, 80] аЕ-Е (2, 39. 2,39)... +234, ; 


индексы 0 и $, поставленные позади скобок, указывают, что здесь следует для 
времени принять последовательно значения 0 ифи затем взять разность двух 
полученных результатов. Но согласно диференциальным уравнениям движения мы, 
очевидно, имеем 


. . ар „а „ ар к . _ 
ЕН = — 4, 9! — 84 не —..- — 84а те + Чери + 4286, ... + 4’ в,; 


а так как вследствие принципа живых сил 5Н — постоянная величина, то приве- 
денное уравнение принимает следующий вид: 


57 = —#3Н-- 184, + 2.89. +... 22» 39. — 0% 84° — 084 —... — 0 840. 
Следовательно, если рассматривать Г как функцию 41, 4,..., Ч 94°, 4»... Ч 
и Л, то мы будем пметь | 

У У , САМ , 

— =) т = М. -., —_ — , 

991 4 1 ) 94› 1 2 04» 4 И 
оу ви АИ 97 
— = — 7, =—1%,..., =— р, ‚ ТР -Й, 
90° 94° ” 94», "” ОН 


Эти уравнения можно рассматривать как полное решение поставленной проб- 
лемы, которая, следовательно, будет разрешена, если достичь определения хара- 
ктеристической функции Я; Т, как и 5, удовлетворяет частному диференциальному 
уравнению, единственный полный интеграл которого достаточен для решения 
проблемы. По для исследования этого уравнения мы отошлем читателя к мемуару 
Якоби, который подробно проанализировал случай свободной системы; что касается 
случая системы с любыми связями, то он не представит никаких затруднений 
для лиц, которые усвоили аналогичные предложения, изложенные выше примени- 
тельно к функции ©. 

Мы не можем здесь указать какого-либо частного применения теории, по- 
служившей предметом настоящей статьи. По этому поводу можно се пользой по- 
смотреть многочисленные мемуары Лиувилля, напечатанные в ХУ и ХУ[ томах его 
журнала и в Ааалотз А 1а Соппай$запсе дез Тетрз за, 1850 г. 


УП. 
БЕРТРАН. 
О ТЕОРЕМЕ ПУАССОНА. 


: 

Пуассон в одном из своих мемуаров изложил весьма общую теорему, на 
которой он основал новый метод выражения вариации произвольных постоянных. 
Хотя эта теорема сама по себе представлялась чрезвычайно интересной, Пуассон 
удовольствовалея применением ее для специальной проблемы, которую он себе 
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поставил, не отметив даже того обстоят›льства, что ее можно применить и для 
других целей. Спустя больше чем тридцать лет после этого, уже в момент смерти 
Пуасеона, внимание математиков снова было привлечено к этому вопросу знаме- 
нитым Якоби, который указал на теорему Пуассона, как на замечательное дости- 
жение, по его мнению, — наиболее важное во всей науке о движении. Впрочем, 
Якоби не подкрепил какими-либо выводами своего утверждения, относительно» 
которого, быть может, мы найдем более подробные указания в его посмертных 
трудах. Цель настоящей статьи заключается в том, чтобы изложить теорему 
Пуассона и указать ту пользу, какая может быть из нее извлечена для интегри- 
рования диференциальных уравнений механики. 


[. 


Рассмотрим какую-либо проблему механики, к которой применимо изложен- 
ное в предыдущей статье преобразование Гамильтона. Пусть имеются диферен- 
циальные уравнения этой проблемы 


арт ОН ар> 9Н арк _ (ОН | 
п Мы о Ты | , 
а он %_ Н 9% _ ОН | С 
а об’ @ др,’ а 9] 


Если мы допустим, что нам известны два, интеграла этой системы уравнений, 
причем каждый из них содержит в себе произвольную постоянную и разрешен 
отноеительно этой постоянной 


2= $ (4:, 4»..., Ч» ФР р»... ру, 9, (2) 
3=1(4ь 95»-.., Чл» Вл» 0... Ющь $), (3) 

то теорема Пуассона сводится к тому, что выражение 
да 08 да 08 | 9 08 _ 04 8 


94: 00. 0104, ' 0492 0% др» 942 


да 08 ба ОВ 


с А Р, 4 
тет оду 0рь Орк 94к (9) 


которое ОН обозначает через (5, 8), сохраняет во время движения постоянное 
значение, так что если уравнение 
(<, 3) — 2015$ 


нЕ является тождественным, то оно представляет собою интеграл рассматриваемой 
системы диференциальных уравнений. 

Для доказательства этого предложения составим производную выражения 
(а, 8) и удостоверимся, что она равна нулю; мы имеем 


ео вая да а 08 09а о= 6) 


(2 04; Ч ор; ' ор; 4904: ов а 04; 04: 4 др; 
да _ @В 
Но так как аи В являются интегралами системы (1), то и д; если принять во 


внимание эти уравнения, тождественно равны нулю, и тогда мы имеем 


’ 


— ыы о ——_—о—о— 


если эти два уравнения продиференцироваль по р; и 4;, где 1 обозначает какой-либо 
индексе, то мы получим 


дРа У оРа ЭН, ба 09НЫ 2% ОН ‹& б?Н \_ 
0% ор, хх 04 ` др; 00» — 04:90. бр, 4 Ор; ОР —'’ 
_ 92а _ У ( да ОН 09а @Н _ 04 ОН _ 94 9Н ) —0 
91 04, Орз04х 04; Ор; 04,04, 0404» 9; 04; 00:04" / — 
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и два других уравнения, отличающихся от приведенных лишь заменой буквы а 
буквой В. 
Сверх того мы имеем 


4 44 _ 0 да _ р; 02а _ 4 _ 
а др, 61 обор» `др.др, 4 04.00 4 
9 г У 0 __09Н _ 0 ОН 
— бёдр.. ор.0р, 94;  0а:др., вр,’ 
4 04а _ да ол 0 р да 44: _ 
@ 04, 0904, др;04, @& 04:04, @ 
__ 02а Ая д?а 9Н __ 04 _ 9Н. 
— 0104. У др.04, 04; — 094,94; ор; 


3 силу этих соотношений уравнения (6) и (7) могут быть написаны в следующем 


виде: 
(1) са У ( да 08Н ба 02Н 
с в бо), 8) 
(4 0}. + др; 94;9р.. 94; д.00. ( 
4 00а & ( Са, 92Н до 0? \ 
г 0; 9 


точно так же мы будем иметь 


92 о 92Н 
У ео (10) 


Ч др, др; 04,00; 04; Ор;0р., 
а д 08 0Н 08 _0?Н 
5. 8 ФН _ 9% Ну (11) 


Если из уравнений (8), (9), (10) вывести значения 


ан ам а4 ая 
@ ор,’ 4! 04° АЕ. др’ 4: 04. 


для всех значений индекса т и вывести их в уравнение (5), правильность которого 
мы хотели доказать, то мы получим тождество, в чем можно очень просто убе- 
диться, если принять во внимание, что после указанной подстановки вое члены 
правой части уравнения содержат в качестве множителя вторую производную 
функции НЯ; если соединить все члены, соответствующие одной и той же произ- 
водной, то мы увидим, что таких членов имеется четыре и что они попарно друг 
друга уничтожают. Отсюда мы получим. 


4 (о, В) 
в 20 


и, следовательно, (а, В) = соп8Ъ что дает нам в точности теорему Пуассона. 


Если (о. В) — функция переменных 41, 4›,..., Чь, №1, №°,..., ФР» которые нельзя 
рассматривать как функции а и В, то это уравнение (а, В) = сопзф будет третьим 
интегралом, который можно скомбинировать с двумя интегралами хи В таким 
образом, чтобы составить новое постоянное выражение, которое в некоторых случаях 
может послужить четвертым интегралом, и так далее. К сожалению, случаи, при 
которых этот процессе не приводит к новым интегралам, чрезвычайно многочисленны. 
Мы остановимся на некоторых Частностях, связанных с этим важным вопросом. 
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Ц. 
Пусть 


—= $1, В = 92, [ = 93»... == Фо 


представляют собою интегралы какой-либо мехэнической проблемы, причем 31. 
ф=›..., Фок выражают функции неизвестных координат и времони & сохраняющие 
одно и То же значение в течение всего времени движения. Очевидно, что любая 
функция величин $1, $э,..., 42х будет обладать тем же свойством, вследствие чего 
величину 


А = РЁ: (Фьь $5... Фэк) = Еи(а, В, 1,..., 1, ^) 


мы можем тоже рассматривать как некоторый интеграл диференциальных урав- 
нений движения. 
Если мы рассмотрим второй интеграл 


В = РЕ, ($1, Ф2...› 926) == Е (9, В, 1... № 1), 


где Ати Ё. обозначают две произвольных функции, то, пользуясь только правилами 
диференцирования, мы легко удостоверимся. что если скомбинировать оба инте- 
грала А и ВБ, как это было указано в предыдущем параграфе, мы получим 
тождественно 


дк 90“, ОЕ. 0Е. Е К ОЕ: ОЕ: 
А, В) = 3 ит а) —.. 
= С, 3) (<. 93 08 са (2, т) с@ 0 ‘04 са ид т 
о ГОР. 08 ЭР 0Е, (9.90 ЭР) С 
-- 6,  ( в `9 Е) + ... ЗЕ (1, 9 ( вр 9] 


Эта формула дает результат сочетания двух интегралов А и Вв функции резуль- 
татов, полученных путем комбинирования интегралов, от которых зависят величины 
4 и В. Эта формулу в дальнейшем нам очень пригодится. 


Ш. 


Когда нам известны два интеграла, которые мы для краткости обозначим 
через а и по имени входящих в них постоянных, можно двумя различными 
путями добиться того, чтобы результат их сочетания не дал нового интеграла. 
В самом деле, это будет в том случае, когда выражение (а, В) тождественно. 
постоянно или когда, не будучи тождественно постоянным, оно является такой 
функцией о и В, которая может быть получена пухем сочетания этих двух интег- 
ралов. Важно исследовать оба эти случая и определить, должны ли они часто 
встречаться. Докажем сначала теорему, которая позволяет связать эти два случая. 
Если а — $, В = ф представляют собою два такие интерала одной и пой же засами, 
что (о. В) является функцией а ци В, по всезда существует некоторая функция а м 3, 
которая, будучи приравнена постоянной 1, Сает такой иитерал, что (а, 1) тожее- 
ственно равно единице. 


Действительно согласно формуле предылущего параграфа мы имеем 
с 91 
(а, 1) = (а, 8) 58} 


следовательно, если (а, 3), как мы допустили, является функцией а и 9, можно 
всегда определить 1 с помощью условия 


9 _ 1 
08 (а, 8) 


и сделать так, чтобы (а. 1) былу равна единице. 
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ТУ. 


После того как мы доказали, что оба случая, для которых теорема Пуассона 
дает иллюзорные результаты, тесно связаные друг с другом, мы в дальнейшем 
ограничимся исследованием интегралов, которые, будучи скомбинированы 
с заданным интегралом, сообщают выражению Пуассона тождественно постоянное 
значение. 

Докажем следующую теорему. 

Каков бы ни был заданный интерал а, вседа можно дополнить решение задачи, 
прибавив к нему друше интетфралы Вл, Вэ...., Вор Которые, будучи скомбинированы 
с а, сообщат уравнению Пуассона тождественный вид, так что мы будем иметь 


(, 8.) —=1, (а, Вэ) = 0, (а, Вз) = 0,..., (<, Вк—1) —= 0. 


Отметим прежде всего, что каков бы ни был интеграл о, невозможно, чтобы 
не существовал по крайней мере еще один интеграл В такого рода, чтобы (а, 3} 
была отлична от нуля. 
В самом деле, если бы это было не так, то уравнение 
1 ба 08 са 08 


др: 09 04 9 — 


в котором В рассматривается как неизвестная величина, допускало бы вое решения 
уравнения 


’ 


у 2Н 8 ОН 03 


др: 0 9 


выражающего, что В является интегралом. Но так как оба эти уравнения линейные 
и содержат в себе одинаковое число независимых переменных, то они не могут 
иметь одного и того же общего интеграла, не будучи тождественными, & это, 
очевидно, требует того, чтобы а была функцией ВН, т. е. чтобы заданный интеграл 
был интегралом живых сил. Но даже в этом.случае существует интеграл, который, 
будучи скомбинирсван с «а, дает в качестве результата единицу; это — тот интеграл, 
постоянная которого грибавлена ко времени. Таким образом наше утверждение 
доказано для всех случаев. 

Во-вторых, докажем, что заданному интералу ях вседа соответапвуей по 
крайней мере один такой интерал В, что 


В самом деле, пусть имеется такой интеграл 1, что (а, 1) отлично от нуля. 
Положим 


и остановимся тогда, когда один из интегралов 5, в, у будлт тождественно постоянен 
или будет функцией предыдущих интегралов. Невозможно, чтобы один из этих 
случаев не наступил, так как число различных интегралов необходимо ограннчено. 
Предположим, например, что мы имеем 


1 = Г (<, 1, 5, ©), 


где функция ЕР может свестись к простой постоянной величине. Пусть о (а, 


“у 
Г 
новый интеграл, который я обозначу через $, тогда мы имеем 


до бо до 
(= Ретоу +1 , 


2 


положив (а, *) = 1, мы получим диференциальное уравнение, из которого выведем ох. 
'Геперь мы можем дать Доказательство теоремы, составляющей предмет ва- 
стоящего параграфа. 
Кели дан некоторый интеграл а, можно всегда дополнить решение задачи 
с помощью таких интегралов В1, Вэ,..., Ви-в» ЧТО 


(а, В!) =1, (©, В) =0,.... (а, В -1} =0. 
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Выше было доказано существование такого интеграла В1, Что (, 3.) =1. Следо- 
зательно, остается доказать, что существует 2 —2 интегралов, отличных от а и В, 
которые, будучи скомбинированы с а, сообщают уравнению, Муассона вид 0=0. 
Действительно, назовем |» число интегралов, удовлетворяющих этому условию, и 
обозначим их через В», Вз,..., Вы+1. Вели в 1 меньше 2—2, то существуют 
интегралы, не зависимые от упомянутых, как от а, так и от В. Пусть В, --› — один 
низ этих интегралов; положим 


(а, В..+з) — В+, 


гле В,:з согласно допущению будет отлично от нуля. Оно будет также отлично 
от сдиницы, Так как в противном случае мы имели бы 


(о, В +-> — 81) =0, 


ни тогда, В .+2 — В согласно нашему допущению было бы функцией В, В,..., Вы, 
так что +2 не было бы новым интегралом. 
Положим 


(а, Вы. +3) — В+ 
(а, В.+4) — В. +5 


и так далее, пока мы дойдем до интеграла, который тождественно постоянен или 
является функцией предыдущих интегралов. Пусть этот интеграл 


, В+ — Е(В,+4-ь В+, В+». .., Ви, а) 
и положим 
1—0 (Вынё-ь Вы, ВЫ, ..’) В, <), 
тогда мы будем иметь 
де до ды 
ОР Ва. Не; 
ОВ. 5—1 ОВ" ОВ1 
приравняв (а, 1) нулю, мы, очевидно, получим уравнение относительно ®, интеграл 
которого даст решения для функций В, В. +>, Выуз»..., Вызе-ь И отдельно для 
‚функций Вь, В.,..., В.+1; ибо если бы этого не было, то в противоположноесть еде- 


ланному допущению, существовало бы соотношение между интегралами, получен- 
ными до В,-+-1. Следовательно, мы сделали невозможное допущение, ограничивши 
числом |. количество интегралов, которые, будучи скомбинированы с «а, дают ре- 
зультат, тождественно равный нулю, и стало быть число | не может быть отлично 
ют ЭК — 9. 

Таким образом упомянутая выше теорема доказана. 


У. 


Согласно изложенному выше, если дан некоторый интеграл о, можно допол- 
нить решение задачи с помощью интегралов В;, В,..., Вх Которые, будучи ском- 
бинированы с а, все сообщают формуле Пуассона тождественный вид. Не следует, 
однако, думать, что в силу этого вее интегралы задачи заключаются в одном и 
том же случае. 

В самом деле, рассмотрим наиболее общий интеграл 


(а, 8.,В», . ..’ 851.1) —1; 


тогда согласно формуле параграфа П мы имеем 


0% 0 
(%, \) == (а, В!) = = 5, 
ОВ: В, 
я, следовательно, выражение (<, ") будет тождественно постоянным Только в ТОМ 


0 р 
случае, если в само по себе не является постоянной величиной; но мы видим, что 


1 
все интегралы, число которых бесконечно и которые получаются путем комбини- 


рования а, Вь,..., Вэх-1, Дают результат, тождественно равный нулю, если их оо- 
четать с а. Только те интегралы, которые содержат в вебе В\, могут привести 
х нетождественным результатам. Согласно этому два интеграла «и В: связаны 
между собою совершенно особым образом, вследствие чего я предложил бы их 
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назвать сопряженными интералами. Свойства этих сопряженных интегралов 
могли бы послужить темой для интересного исследования, которому здесь, однако, 
не может быть уделено меето. По вопросу о применениях, какие могла бы полу- 
чить теорема Пуассона для интегрирования диференциальных уравнений механики, 
я отошию читателя к мемуару, опубликованному в ХУП томе журнала Лиувилля, 
стр. 393. 


УШ. 
ДАРБУ, 
О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ КОЛЕВАНИЯХ СИСТЕМЫ ТЕЛ. 


В начале шестого отдела (стр. 254) Лагранж подвергает углубленному иесле- 
дованию малые колебания, выполняемые различными телами системы, когда их 
лишь немного выводят из положения равновесия. Только применение замечатель- 
ных результатов, которыми аналитическая механика обязана Лагранжу, позволяет 
успешно разрешить этот вопрос, один из наиболее важных и общих, какие только 
встречаются в теории движения. Но некоторые из выводов, приведенных Лагран- 
жем, недостаточно обоснованы. Решение этой проблемы зависит от разрешения 
алгебраического уравнения, метод составления которого был указан Лагранжем; 
это уравнение никогда не имеет мнимых корней и, в противоположность утвер- 
ждению знаменитого математика, может иметь и равные корни. Сейчас мы покажем 
это, пользуясь методом приведения квадратичных форм, обязанных своим откры- 
тием Кронекеру (КтопесКет). 

Рассмотрим две однородных квадратичных формы 


р = 41123 -- Заранаь +... = У, У врать | 
ф = ааа -Е 26 оана, Е... = У, У, М] 
зависящих от И переменных #1, 2%,..., и. Формула 
№—з= У У 0Оак— В) а, 
в которой ^Х обозначает постоянную, способную принимать всевозможные значения, 


определяет то, что мы вместе с Кронекером назовем пучком квадратичних форм. 
Алгебраическое уравнение | 


(1) 


411 — 6:1 ^а12 — 6. о. .. ли — о 


ал — ба аа — ба... — бат | | ) 


Лан — би В 


как известно, определяет значения ^, для которых квадратичная форма ХХ — $ вро- 
дитоя к сумме, составленной по меньшей мере из Я квадратов; это уравнение ни- 
когда тождественно не удовлетворяется, если, напр имер, форма {Г имеет детерми 
нант, отличный от нуля. 

На основе изложенного мы начнем в обоснования следующей леммы. 

Будем, как обычно, называть определенной формой всякую квадратичную 
функцию я переменных, которую можно свести к сумме п квадратов, имеющих 
один и тот же знак, и которая, следовательно, может стать равной нулю только 
в том случае, когда мы присвоим нулевые значения всем переменным, от которых 
она зависит. Мы докажем, что если уравнение (2) имеет один мнимый корень, то 
квадратичная форма [ или всякая иная форма пучка не может быть определенной 
формон. 

В самом деле, пусть №» ==«-- В является этим мнимым корнем уравнения (2); 
квадратичная форма , 

(«Е Р—® 


будет представлять собою сумму, составленную не более чем из я квадратов, 
Следовательно, можно написать 


(а #)Р— ф== (ул Е аде- (У +... (р-р, (3) 


где 9;, 2х обозначают линейные вещественные функции переменных #1, 2%,..., бп 


22 Зак, 924. — Аважитическая механика. 
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Если приравнять вещественные и мнимые части, стоящие на обеих сторонах ра- 
венства, то мы получим 


ВР = 2 г1 -- 29225 +... 29,-р Я р» 


2 2 2 2 2 2 
а — уу — му — +... 9 —р — вв» 
и стало быть 


`. < о о ^ —&4 
мо ага ф9= (И - а И и). 
Этому Уравнению можно, очевидно, придать следующий вид: 


1 
№ — $ = У, (У — т;25) (и зи; =) , 


где все постоянные величины 7; являются веществениыми. Следовательно, функ- 
ция Ё— обратится в нуль, если для всех значений т мы положим 


у; — та; = 0. (4) 


Число полученных таким образом уравнений меньше #; эти уравнения линейны 
по отношению к переменным 2.1,..., ®и, сверх того все их коэфициенты вещест- 
венны. Следовательно, они могут быть удовлетворены вещественными значениями 
21, %,..., Жи, которые не все равны нулю. Таким образом форма ^Ё — 9, обращаю- 
щаяся в нуль при вещественных значениях независимых переменных, которые не 
все равны нулю, не может быть определенной формой, каково бы ни было вообще 
значение, приписываемое ^. 

Если бы мы захотели обосновать этот вывод только для формы Г, можно 
было бы приведенное выше рассуждение повторить, подставив в систему (4) урав- 
нения 1; = 0. 

Из указанного выше предложения непосредственно следует, что если пучок 
квадратичных форм содержит в себе од; определенную форму, то все корни уравиения 
относительно \ по отношению к этому пучку обязательно веществениы. 

В частности, это имеет место в том случае, когда, как мы это примем в даль- 
нейшем, } является определенной формой. 

Пусть теперь К — корень, необходимо вещественный, уравнения (2). Квадра- 
тичная функция КГ—Ф может быть приведена к следующему виду: 


КГ — = а, 21"? | ао? |... + ау”, (5) 
где 271’, %2',..., Жр обозначают функции линейно независимые от %,,..., %„, а чиело 
Ф не превышает я — 1. 

В качестве новых независимых переменных можно принять 2, 2»’,..., ®у п 
их подетавить вместо равного числа первоначальных переменных. Так, например, 
если из формул, выражающих 4;,’..., Хр, можно вывести значения #1, 25,..., Фу то 
мы изберем в качестве новых независимых переменных 

2%1,, 2’, оу и, 2+. 1, ...) бз- 
Тогда мы получим 
У Ы 7 / з / [ 21”, 2», ,. .’ Ир? . 
Г = (2: 5202 + %))-- В 3 оные. 2), (6) 
( ра п 


где Е обозначает часть, содержащую только переменные 2;, Б — часть, содержа- 
щую произведения переменных хм; на переменные хх, и Ф — часть, содержащую 
только переменные 2;. Для дальнейшего преобразования Ё мы воспользуемся сле- 
дующим замечанием. 

Пусть дана определенная форма 7 переменных #2:, %.,..., Хх; если положить 
равными нулю некоторое количество переменных, например, 5, 1,..., Хи, ТО Остается 
определенная форма переменных 41, 25,..., Гр, 

В самом деле, если бы эта форма не была определенной, то она превратилась 
бы в нуль для значений переменных %.,..., ®»„ которые не все были бы нулями; 
тогда одна из этих систем значений, взятая в комбинации с нулевыми значениями 
последующих переменных #,-.1,..., &„, превратила бы в нуль первоначальную 
форму, которая, в противоположность допущению, не оказалась бы определенном. 
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Из приведенного замечания следует, что ‘в выражении (6) для [ части Ри Ф 
являются определенными формами по отношению к переменным, от которых они 
зависят. Стало быть Ф можно свести к сумме квадратов 


ра -- ру + ... 2, 


имеющих одинаковые знаки, например, положительные, если форма / положительна, 
! ! 
причем #1 1,.-., би обозначают функции, независимые от 211. .., ^„, Которые мы 


подставляем вместо этих последних переменных. 
Затем часть В примет следующий вид: 


Рона Ра Руа +. Н МР, 


! ! 
где Р,..., Ри являются линейными функциями 21,..., Я, и Г может быть написана 
следующим образом: 


ра Рыый +... + в Е РАВ м. 2) 


Наконец, если мы введем новые переменные 
и 


р ' и , 
1 = р-на К Ру. >> 2, =, НР, 
мы получим следующее окончательное выражение для [: 
по но | ’- ' ‚ , 
Ра... РА 2. в; (7) 


согласно сделанному выше замечанию }Ё тоже будет определенной формой пере- 
менных, от которых она зависит. 
Уравнение (5) дает нам возможность вычислить ф и мы получаем 


ее, ... На) 91 (р жа %,), (8) 


где для краткости с помощью $, обозначена квадратичная функция 
КТ (ж’,. . р’) — 91221”? м оо м р >, 


зависящая исключительно от переменных #1,,..., у. 

Все допущения, сделанные в начале этой статьи, можно теперь применить 
к двум формам } и $1, аналогичным [и $, но зависящим от меньшего количества 
переменных. Следовательно, к этим двум формам можно снова применить тот 
метод, которым мы воспользовались выше, и совершенно так же продолжать до тех 
пор, пока мы не исчерпаем всех переменных. Окончательный результат, очевидно, 
сведется к следующему. 

Две квадритичных формы ЁР и $ можно всезда представить в следующем виде: 


= 
= Ур, 
4 =1 
$=2 
$ —= У ау”, 
$=1 


10е величины у; являются функциями линейными, вещественными и независимыми бт 
первоначальных переменных, а постоянные величины @;`’ являются корнями уравнения 
(2), необходимо вещественными, но при этом равными или неравными. 

Приведенное предложение играет основную роль в большом количестве при- 
менений. Рассмотрим, в частности, проблему бесконечно малых колебаний; метод, 
которым пользовался Лагранж, сводился к тому, что все переменные, от которых 
зависит положение системы, выражаются в функции новых переменных 


Е... 6, 


которые независимы и в положении равновесия вое равны нулю. Согласно этому, 
если предположить, что все тела находятся очень близко от своего положения равно- 
весия и что сообщенные этим телам скорости тоже бесконечно малы, то все упо- 


22* 
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Мянутые выше переменные будут очень малыми величинами и такими же будут 
их производные 


Вычислим половину живой силы Ти функцию сил Г, ограничившись членами мень- 
шего измерения. Мы получим 


Т=Р(у, 8, ..., бт), 


где [ обозначает квадратичную форму производных &", ..., &и,, которая в силу 
своей природы будет определенной формо\. 

Что касается функции сил, то если через Ту обозначить ее значения в поло- 
жении равновесия, то мы будем иметь 


У = -9(%, 62...» в), 


где $ обозначает квадратичную форму переменных &1, ..., би. 
Применим метод Кронекера к двум функциям 


Г (51... 5), 9 (6 ---° 6; 


с помощью той же линейной подстановки с постоянными коэфициентами мы омо- 
жем свести их к простым формам 


Величины а; будут корнями уравнения относительно ^ по отношению к пучку 
№ — $; они все будут положительными, если в состоянии равновесия функция сил 
будет минимумом. 

Если по отношению к переменным &, &/’ применить линейную подстановку, то 
они преобразуются подобным же образом; тогда мы необходимо получим 


$ — 


и, следовательно, уравнения Лагранжа (стр. 257) примут следующий вид: 


42 
пе вии = 0 (6=1, 2, ..., Я). 


Как мы показали выше, величины а, которые всегда вещественны, мочит быть, 
однако, и равными между собою. Тем не менее основной вывод, указанный Ла- 
гранжем, остается в силе: если в состоянии равновесия функция сил является ми- 
нимумом, то постоянные величины @; все положительны, и интегралы указанных 
выше диференциальных уравнений никогда не содержат времени вне знаков си- 
нуса или косинуса. 


ПРИМЕЧАНИЯ РЕДАКТОРОВ РУССКОГО ПЕРЕВОДА. 


[1] Жозеф-Луи Лагранж (Тозерь-Гошз Гастапее) родился в Турине 95 января 
1136 года в семье военного казначея, разоренного постоянными финансовыми спе- 
куляциями. Молодой Лагранж весьма легко отнесся к разорению семьи. Впослед- 
отвии он говорил: „ВЮсли бы я был богат, я вероятно не достиг бы.моего положения 
в математике; а в какой другой деятельности я добился бы тех же успехов?“. 

Семнадцатилетним юношей Лагранж увлекся математическими науками, глав- 
ным образом под влиянием мемуара Галлея „О преимуществах аналитического 
метода“, а в восемнадцать лет уже получил самостоятельные результаты как в обла- 
сти диференциального и интегрального исчислений, так и в области зарождавше- 
гося тогда (Эйлер) вариационного исчисления. В 1754 году, т. е. девятнадцати 
лет от роду, Лагранж уже профессор артиллерийской школы в Турине; он объеди- 
няет своих слушателей и образует ученое общество, в дальнейшем превратившееся 
в знаменитую Туричскую академию. В печатном органе этого общества „Афез 
де Та 8061646 рйхёе 4е Тоити“ Лагранж помещает свои первые работы по изопери- 
метрии, вызвавшие восхищенные отзывы Эйлера; здесь же появляется исследование 
по применению принципа Даламбера к проблемам непрерывных сред (гидродинамика, 
и акустика), впоследствии развитое в его „Мёсатаие Апа]уйаие“. Даламбер высоко 
оценил работы Лагранжа по равновесию жидких тел. В 1159 году, по предета- 
влению Эйлера, Латранж был избран членом Берлинской академии наук. 

Парижская академия объявила (в 1764 г.) конкурс на лучшее сочинение, 
содержащее объяснение явления либрации луны. Лагранж представил на конкурс 
свою работу, дающую исчерпывающее решение задачи, основанное на применении 
принципа Даламбера и начала виртуальных скоростей. Премия была присуждена, 
Латранжу. Даламбер по этому поводу писал ему: „Я читал столько же с удоволь- 
отвием сколько и с пользой Ваше замечательное произведение о либрации луны, 
столь Достойное премии, которую оно получило“. Результаты, полученные Ла- 
гранжем, позволили Академии поставить еще более сложную задачу создания теории 
спутников Юпитера. Лагранж (1766) вновь получает премию за значительное про- 
движение этой сложной задачи. Лишь 24 года спустя эта задача была полностью 
решена Лапласом. 

В 1766 году Лагранж переехал в Париж, где был радостно встречен Далам- 
бером, Клеро, Кондорсе и другими. В это время стало известно, что Эйлер оставил 
пост президента физико-математического класса Берлинской академии и переехал 
в С.-Петербург. Даламбер предложил кандидатуру Лагранжа, Эйлер горячо ее под- 
держал, и 6-го ноября 1766 года Лагранж переехал в Берлин, где и пробыл до 1781 г. 
Сборники Берлинской академии в этот` период обогатились целым рядом блестя- 
щих работ Лагранжа как по математике, так и по общей и небесной механике. 
Именно к этому времени относятся его знаменитое решение задачи Кеплера (ряд 
Лагранжа), исследования по вопросу о вращении твеодого тела вокруг неподвиж- 
ного центра, решение задачи о притяжении эллиптического сфероида, создание 
основ теории возмущений и многие другие. 

К этому же периоду относится и создание знаменитой „Мёсатаие Апа]1уйдце“, 
перевод первого тома которой здесь дается. Исходя из основного принципа 
возможных скоростей, которому Лагранж дал новое доказательство, и пользуясь 
разработанными им же вариационными методами, Лагранж строит здесь впервые 
полную систему аналитической механики. В этом классическом труде соесре- 
дотозено такое количество фундаментальных идей и блестящих методов, де 
такой предельной ясности доведено изложение основных законов механики, 
что и до сих пор эта книга не потеряла своей свежести и может быть исполь- 
зована, как классический трактат по аналитической механике. Здесь впервые 
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появляется идея обобщенных координат; лагранжев метод рассмотрения жидкости, 
как материальной системы, характеризуемой большой подвижностью частиц, унич- 
тожих различие между механикой жидкости и механикой твердого тела, так что 
общие принципы механики могли быть распространены на гидростатику и гидро- 
динамику. Механика у Лагранжа стала общей наукой о движении материальных 
систем; Лагранж показал, что газ, жидкость, упругое -тело в своих движениях 
подчиняются уравнениям, которые могут быть выведены из общих принципов. 

Применение чисто аналитических методов (без единого чертежа) показало, 
что механика может получить значительное развитие при пользовании анализом 
и что некоторые ее отделы могут рассматриваться как подлинные ветви анализа. 
Элегантность и внутренняя гармоничность методов „Аналитической механики“ 
вполне оправдывает мнение В. Гамильтона, называвшего эту книгу „научной 
поэмой“ (а Кша 01 заеп Ше роет). Лагранж решил издать свою „Аналитическую 
механику“ на французском языке в Париже. Несмотря на ряд затруднений она 
в конце концов вышла в 1188 году. Третье издание этой книги вышло с примеча- 
ниями Ж. Бертрана в 1858 году, а четвертое было дополнено примечаниями 
Г. Дарбу. 

В 1186 году умер прусский король Фридрих Великий и „просвещенный абсо- 
лютизм“ сменился мрачным цафретвованием Фридриха-Вильгельма П. В связи 
с изменившимся отношением к ученым и Академии Лагранж решил вернуться во 
Францию, где он в течение предыдущих 15 лет числилея иностранным членом 
Академии. Перэзезд во Францию произошел в 1187 году. После революции Лагранж 
был назначен председателем комиссии по установлению новой (метрической) системы 
мер и весов и много сделал для введения этой системы. Учредительное собрание 
специальным декретом назначило ему пенсию. После издания декрета Конвента 
о высылке из Франции лиц иностранного происхождения, Лагранж уже готовился 
принять новое прусское предложение, но Конвент для него сделал исключение 
и просил его остаться. Создание Нормальной школы (Есо]е Могшае) и Политехни- 
ческой школы (Есо]е Ро]уфесьшаае) заставило Лагранжа оставить мыель об отъезде 
и обратиться к работе по развитию этих высших школ. 

Происшедшие затем смены власти не отразились на отношении к Лагранжу. 
До конца своих дней великий ученый пользовался большим авторитетом. Умер 
Лагранж в 1813 году. Останки его покоятся в Пантеоне. 

Полное собрание сочинений Лагранжа ‘издано в 14 томах в период с 1866 
по 1892 год. Нет такой области математического анализа, геометрии, механики, 
которую Лагранж не двинул ‘бы далеко вперед. Им почти целиком создана сфери- 
ческая тригонометрия, результаты его исследований по теории чисел, по алгебре, 
диференциальному иинтегральному исчислениям переполняют существующие моно- 
графии и курсы, и, наконец, его работами было фактически определено все даль- 
нейшее развитие механики ХХ века. Такие великие математики, как его совре- 
менники Пуассон, Лаплас, а в дальнейшем Якоби и др., развивали методы Лагранжа. 
И в настоящее время, когда читаешь „Аналитическую механику“, то не можешь 
оторваться от мысли, что современные курсы механики (например, курс Аппеля) 
в большей своей части пересказывают и комментируют эту классическую работу. 

На русский язык „Аналитическая механика“ Лагранжа переводится впервые. 
Перевод ее представляет большие трудности, и ответственность за этот перевод 
крайне велика. Переводчик и редакторы старались как можно точнее придержи- 
ваться оригинала и сохранять терминологию Лагранжа, хотя в настоящее время 
она уже значительно изменилась. Незначительные комментарии редакторов перевода 
стремятся облегчить нашему советскому читателю понимание наиболее сложных 
мест книги и дать некоторые дополнения к исчерпывающим комментариям Берт- 

ана и Дарбу к последнему французскому изданию  „Мбсат1аче Апа]у9ие“, с кото- 
рого сделан настоящий перевод на русский язык. о ° 

[2] (к стр. 12). Имеется русский перевод: Галилео Галилей, Беседы. и 
математические доказательства, касающиеся двух новых отраслей науки, относя- 
щихся к механике и местному движению; перевод под ред. А. Н. Долгова, ГТТИ, 
Москва — Ленинград, 1934. По излагаемому здесь вопросу см. стр. 220. 

[3] (к стр. 18). Под силой бросания (огсе 4е рго]есЯот) Лагранж, очевидно, под- 
разумевает начальный импульс. 

[“] (к сту. 18). Под относительной тяжестью (18, стауЦв ге аЙуе) подразумевается 
составляющая сила веса вдоль наклонной плоскости. ‘ 

[5] (к стр. 22). Это определение, конечно, не является строгим. Под виртуаль- 
ной скоростью или перемещением еледует понимать скорости или перемещения, 
совместимые со связями. Лагранж суживает определение, понимая под виртуальным 
перемещением или скоростью одно из действительных перемещений или скоростей, 
а именно то, которое произойдет при нарушении условий равновесия, . 
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[6] (к стр. 24). Интересно отметить, что ни здесь, ни в дальнейшем не при- 
меняется термин работа. Лагранж для произведения силы на проекцию переме- 
щения на направлении силы употребляет термин Галилея — момент. Термин роа- 
бота появился в.начале ХХ века (в 1826) в сочинениях но прикладной механике 
(Ропсе]еф, Ргопу, Рирш и др.). 

Кулон говорил количество дейатвия, Карно — механуческая мощность, динами- 
ческий эффект и пр. См. по этому доводу Г. дотге%$Ц Г[ез рите!рев 4е 1а тбеБа- 
п19ие с1аз\1аще, Рагз 1988. 

[7] (к стр. 95). Весьма ясное изложение лагранжева доказательства принципа 
возможных перемещений дано в известной книге В. Л. Кирпичева, Беседы 
о механике, ГТТИ, 1933, стр. 15., 

[8] (к стр. 27). Лагранж везде вместо термина отрезок употребляет термин 
линия. 

[9] (к стр. 30). Особенность изложения Лагранжа состоит в том, что он, вводя 
классификацию сил на внешние и внутренние, при определении работ внутренних 
сил всегда в качестве элемента рассматривает сумму работ действия и противо- 
действия, особо отмечая взаимное перемещение взаимодействующих точек. 

[5] (к стр. 36). В этом пункте Лагранж, говоря о неуравновешенной системе 
тел, противопоставляет непосредственно приложенные силы (заданные по совре- 
менной терминологии) и взаимодействия тел, т. е. повидимому реакции идеальных 
связей. Последняя фраза Лагранжа должна быть, по нашему мнению, понятна 
в том смысле, что при нарушении равновесия система придет в движение, опре- 
деляемое как действующими силами, так и связями, существующими в системе. 

[4 (к стр. 55). Чтобы избежать недоразумений укажем, что ЦП является у Ла- 
гранжа потенциальной энергией (по современной терминологии), а не силовой функ- 
цией. То, что сумма „моментов“ оказывается равной @П, а не —АП, объясняется 
тем, что по Лагранжу др представляет уменьшение расстояния точки приложения силы 
до центра, куда сила направлена. 

[2] (к стр. 56). Напомним читателю, что если первая часть теоремы Лагранжа 
об устойчивости равновесия была впоследетвии строго доказана Лежен-Дирихле, 
то вторая, заключающая утверждение о неустойчивости равновесия при максимуме 
потенциальной энергии ПЦ, до сих пор во всей общности еще не доказана. См. 
П. Аппель, Фигуры равновесия вращающейся жидкости, ГТТИ, 1936, стр. 224. 

[3] (к стр. 58). Недостатком доказательства Лагранжа является предположение 
о разложимости величины П в ряд по степеням координат, что является, вообще 
говоря, стеснительным ограничением. Доказательство, данное Дирихле, не имеет 
этого недостатка. 

[4] (к стр. 58). Указание Лагранжа на возможность обобщения его метода 
доказательства на случай равенства нулю всех вторых и третьих производных 
вызывает серьезное сомнение, так как сама возможность приведения формы 4-й 
степени к каноническому виду не исследована. 

[15] (к стр. 74). Здесь уравнение сохранения массы @4т при движении трак- 
туется, как условное уравнение. что и позволяет Лагранжу писать в согласии 
с предыдущими обозначениями 5. =5 ат. 

[16] (к стр. 114). Под Е Лагранж здесь понимает силу упругости, отневенную 
к единице длины кривой на поверхности. Если выбрать на данной поверхности 
элементарную площадку произвольной формы, то работа силы натяжения Р’48 на 
перемещении 5% будет равна РЕ 4$8и, т. е. Е 55, где под 63 понимается вариация эле- 
ментарной площади; таким образом и получается формула в тексте. 

[7] (к стр. 116). Это замечание Лагранжа объясняется тем, что интеграл по- 
следнего уравнения (равновесия мембраны) может быть выражен через функцию 
от комплексного переменного. В наше время метод комплексных переменных дал 
отоль большое число решений прикладных задач, что примечание Лагранжа, 
0 „малой пригодности для применения“ этого метода покажется современному 
читателю анахронизмом. 

[8] (к стр. 183). План построения статики твердого тела (деформируемого и не- 
деформируемого) в аналитической механике Лагранжа следующий: в отделе третьем 
Лагранж дает общее уравнение равновесия любой системы материальных точек, 
показывая, что необходимыми условиями равновесия являются условия равенства 
нулю сумм проекций сил и сумм моментов сил относительно координатных осей. 
Хотя это нигде не оговорено, но повидимому в третьем отделе речь идет о ево- 
бодной системе. В четвертом отделе Лагранж рассматривает системы, подчиненные 
связям (условным уравнениям), и вводит для решения задачи метод множителей, 
носящий и ныне его имя. Таким путем он может уже подойти к связанным системам 
и, в частности, к вопросам равновесия упругих тел (пятый отдел). В этом порядке 
идей сложность задачи оказывуетося возрастающей вместе с числом налагаемых 
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связей, так что абсолютно твердое тело оказывается наиболее сложным случаем, 
рассмотрение которого отложено на самый конец отдела У. Интересно отметить, 
что рассмотрению твердого тела предпосылаетея случай равновесия жесткой нити 
заданной формы (двоякой кривизны), т.е. линейного многообразия, подчиненного 
условиям нерастяжимости, неизгибаемости и незакручиваемости. Эти условия и 
служат условиями связи. Лагранж, прекрасно понимая, что здесь рассматривается 
весьма частный случай твердого тела, считает интересным рассмотреть эту задачу, 
чтобы показать плодотворность и единообразие своих методов. 

[2] (к стр. 147). Интересно отметить, что здесь дана теория перемещений сплош- 
ной среды (формулы для относительных удлинений и сдвигов), обычно припиеы- 
ваемая Кощи (см. например, Ляв, Математическая теория упругости, стр. 22, ОНТИ, 
1986). 

[20] (к стр. 148). По существу говоря, здесь выведена формула, называемая 
обычно формулой Гауеса-Остроградского. 

[1] (к стр. 166). Следуя подлиннику, мы сохраняем здесь термин „принципи 
силы инерции“, хотя следовало бы по современной терминологии сказать просто 
‚принцип инерции“. 

[2] (к стр. 170). Понять это место текста чрезвычайно трудно. Неясность в опре- 
делении силы имеет своим следствием то, что одна и та же величина называется 
разными терминами, сообразно тому, какая сторона явления рассматривается. 
Повидимому, Лагранж хочет выразить следующую мысль: тело, имеющее некоторое 
количество движения, может сообщить другому телу импульс, называемый здесь 
давлением (ргезз!01); этот же импульс под видом „движущей силы“ (фогсе тофт1се), 
по мнению Лагранжа, может сообщить покоющемуся телу ту скорость, с которой 
оно ударилось о второе тело. 

[23] (к стр. 175). Прием изменения направления движущих сил на противоположное 
и утверждение, что эти силы должны находиться в равновесии с приложенными 
силами, составляет, как известно, содержание принципа Даламбера в том модерни- 
зированном виде, который придали ему в первой четверти ХХ века творцы при- 
кладной механики. Силы, равные по величине движущим силам и направленные 
в противоположную сторону, теперь носят название сил инерции. 

[4] (к стр. 176). Интересно еще раз подчеркнуть, что в этой формулировке 
Даламбера, в отличие от современных формулировок, принции не содержит термина, 
сила инериии. В современных терминах идея принципа заключается в уравновешен- 
ности динамических реакций связей. Даже наоборот, Даламбер, несомненно знавший 
работы Якова Бернулли и Эрмана, нё считает необходимым связывать формули- 
ровку столь общего принципа с частным приемом изменения направления дви- 
жущих сил на противоположное. 

[25] (к стр. 210). В настоящее время для разыскания главных осей инерции при- 
меняется метод определения осей. симметрии эллипсоида инерции (Пуансо). Оче- 
видно, что кубическое уравнение, применяемое Лагранжем в пункте 25, соответ- 
ствует кубическому уравнению, применяемому при приведении квадратичной формы 
к каноническому виду. 

[26] (к стр. 214). В формулировке теоремы живых сил в относительном движении 
по отношению к центру тяжести, приведенной Лагранжем, нужно иметь в виду, что 
работа (момент по терминологии Лагранжа) сил вычисляется на перемещениях, 
взятых относительно центра тяжести. Котати отметим, что преобразование выра- 
жения живой силы, приведенное в начале этого пункта, Известно в курсах механики 
под именем теоремы Кенига. 

[27] (к стр. 232). Эти уравнения называются обычно у нас лагранжевыми уразв- 
нениями 6970р0%о рода, тогда как уравнениями Лагранжа 7ервозо рода называются 
уравнения с неопределенными множителями. Происхождение такого порядка 
наименования уравнений повидимому объясняется тем, что уразнениями с неопре- 
деленными множителями Лагранж пользуется уже в статике. 

[28] (к стр. 235). Такие координаты впоследствии получили наименование цик- 
лических (Гельмгольц). 

[23] (к стр. 263). Лагранж не дает доказательства вещественности и положитель- 
ности корней уравнения, определяющего квадраты частот. Доказательство веще- 
ственности их приведено в заключительной заметке Дарбу в конце настоящего 
тома. Что касается положительности корней, то она вытекает из известной теоремы 
Сильвестра, в предположении что обе квадратичные формы Г и ТУ — определенные 
и положительные. См. по этому поводу, например, Уиттекер, Аналитическая 
динамика, ОНТИ, 1986, стр. 206 или Лойцянский Л. Г. и Лурье А. И., Теорети- 
ческая механика, ОНТИ, 1934 г., том Ш, стр. 490. Утверждение Лагранжа о том, что 
в случае равных корней уравнения частот интегралы уравнений движения будут 
содержать время вне тригонометрических функций, как известно, опровергнуто 
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в замечательном мемуаре Вейерштрасса 1858 г. (дезатте{е Уегке, т. 1, сту. 933). 
См. по этому поводу книгу А. Н. Крылова О некоторых диференциальных 
уравнениях математической физики, имеющих применение в технических вопросах. 

[80] (к стр. 263). В этом абзаце рассуждение основывается на неверном пред- 
положении, что интегралы уравнений малых колебаний системы около положения 
устойчивого равновесия могут содержать вековые члены. См. предыдущее приме- 
чание. 

[3] (к стр. 265). Рассуждение этого абзаца ясно показывает, что Лагранж не 
сомневался в невозможности существования вековых членов в интервалах уравне- 
ний свободных колебаний, но не имел строгого доказательства этого положения. 

[32] (к стр. 265). Повидимому, здесь имеются в виду неустойчивые системы, 
равновесие которых по отношению к части координат устойчиво, к другой части 
неустойчиво; например, тяжелое тело вблизи вершины седлообразной поверхности. 
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